
  تعميم اوليه اصل استقرا

  ف ي ضعياستقرا

ر اسـاس پـارامتر     ي nP)(ح و   يک عدد صح  ي m اگر   : في ضع ياضي ر ياصل استقرا   nک جملـه بـ

  :  کهيباشد، به طور

  .  برقرار باشدmP)( .الف

mn هر ي به ازا .ب > ،)()1( nPnP ⇒− .  

mn هر ين صورت، به ازايدر ا ≥ ،)(nPبرقرار است  .  

mnح ير صحي مقادي برخي حکم برايعنين نباشد، يد که چنيفرض کن  . اثبات . ح نباشـد ي صح≤

  :  کهي وجود دارد به طورp مثل ي عدد،يبين صورت طبق اصل خوش ترتيدر ا

pn يکم به ازاح .1  .  برقرار نباشد=

pnmر ي تمام مقاديبرا .2  . ، حکم برقرار باشد≥>

 آن، حکـم مفـروض   ي باشد کـه بـه ازا  n يا مساويح بزرگ تر ين عدد صح ي اول pگر  يبه عبارت د  

  . ستين

mpواضح است که     mn يرا به ازا  ي است، ز  < ن يبنـابرا . ح است ي طبق شرط الف، حکم صح     =

1−p يا مساويح بزرگ تر    يک عدد صح  ي mح بعـد از  ي عدد صحي شود که برايجه مينجا نتياز ا.  است

  . ن با فرض ب، متناقض استيست و ايآن برقرار ن

  



)(mP ه استقرا و ي را پا)1( −nP را فرض استقرا و )(nPـ  ن يبنـابرا . ميي گـو ي را حکم استقرا م

 فرض يسپس، با فرض درست. ميه استقرا را ثابت کني پايد درستيک مساله با استقرا، ابتدا با   ي اثبات   يبرا

ت  ينجام ندهاگر هر کدام از دو گام فوق را ا   . ميريجه بگ ي حکم استقرا را نت    ياستقرا، درست  م، مساله ما ثابـ

  . شودينم

  .مي چند مثال بپردازي حال بهتر است به بررس

n هري به ازا.مثال    :دي، ثابت کن ∋
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م که  ي کن بررسيد  يپس با .  استقرا است  يه  ي پا ي درست ي قدم اول در استفاده از استقرا بررس       .حل
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  . استقرا برقرار استيه يم که پايني بي م ؟=

  :يعني درست است P(n)د که يد فرض کنيقدم دوم با
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+ P(n ي آن، درستيو از درست   :يعنيم؛ يريجه بگي را نت(1 
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  :ميطبق فرض استقرا دار
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+ nاضافه کردن ن، با يبنابرا   :مي دارين تساوي به طرف1 
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  .له کامل شداپس اثبات مس

  :دي ثابت کنx≤−1يقي و هر عدد حقo≥nحي هر عدد صحيبه ازا:  ي برنولي نامساو .مثال 
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  :  استقرايه ي پاي برقرار.حل 
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  :ميطبق فرض استقرا دار
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+≤oن کهيحال با توجه به ا x1مي دار:  
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  .مي رسدان يپس حکم استقرا ثابت شد و اثبات به پا

+≤oد که اگر شرطيدقت کن x11ن را در يم طرفينست توايم، نمي را نداشت +  x ـ  م و ي ضـرب کن

 تواند باعث خطا در اثبات شـود؛  يد، چون ميل دقت داشته باش ين مسا يبه ا . ر نکند يي تغ يعلامت نامساو 

  .م پرداختي خواهي بعدي استقرا در بخش هايبه خطاها

 يار بازک بيقاً يگر دقيم دي تn – 1ک از يم با هر يهر ت(ک تورنمنت يم در ي تnد ي فرض کن.مثال

 ـ .  کرده اند  يگر باز يکديبا  ) کرده است   ـيچ دو ت  ياگر ه  ـ نکـرده باشـند ثابـت کن       ي مـساو  يم ه   ي د دنبالـ



nttt ,...,,  nt−1ميو ت...  برده، 3tمي از ت2tمي برده، ت2tمي از ت1tمي که، تيم ها وجود دارد به طور  ياز ت   21

  . برده استntمياز ت

  

  

 ـ3م ي از ت5م ي دهد که در آن تي را نشان مي رأس5ک تورنمنت يبه عنوان مثال شکل بالا     3م ي، ت

  . برده است1م ي از ت2م ي و ت2م ي از ت4م ي، ت4م ياز ت

= nک تورنمنت يدر :   استقرايه ي پا .حل  جـواب  ) م شرکت کنندهيتنها ت (1tي، دنباله يمي ت1 

  .است

  

  

 ـ   ي خواه يم.  وجود دارد  ين دنباله ا  يم، چن ي ت n هر تورنمنت با     يد برا يحال فرض کن   ت کن م يم ثابـ

+ n هر تورنمنت يبرا + n از يکي.  وجود داردين دنباله ايز، چني نيمي ت1   ـي ت1   ـم م  را در nt+1ميثلاً ت



 ـ داريمي ت nک تورنمنت   ي مانده، ما    يم باق ي ت nن  ي ب يبا در نظر گرفتن باز    . ديرينظر نگ  م و طبـق فـرض   ي

1ياستقرا، دنباله  2 nt ,t ,...,t  ن ياز اnميم وجود دارد که تي تit (i = 1, 2, …, n – 1)1مي از ت+it برده 

  .است

           

121ي باخته باشد، دنباله     ntمي به ت  nt+1مياگر ت  ,,...,, +nn tttt  ن اگـر   يهمچن. له است ا جواب مس

nnي را برده باشد، دنباله      1tمي ت nt+1ميت tttt ,...,,, ن حـالات فـرض     ير ا يدر غ . له است ا جواب مس  +211

 ـ وجـود دارد ز يمين تيچن.  باخته است  nt+1باشد که به  ) ي ا iن  يکوچک تر  (يمين ت ي اول itميد ت يکن را ي

پس .  را برده است   it هم nt+1مي را برده و ت    it،1+nt−1ميپس ت . رد دا ntم  يک برد از ت   ي حداقل   nt+1ميت

niniيدنباله  tttttt ,...,,,,...,, 1121   .له استا جواب مس−+

naaaزي عدد مثبت و متما    n  .مثال ,...,, )2,1,,...(,1اگر.  مفروض اند  21 o== ieni ت  .  باشد ثابـ

nn که ي مقدار n2ن  يد از ب  يکن aeaeae +++  ـ تواند بگي، م 2211... 1رد، حـداقل ي
2

)1(
+

+nn  عـدد 

  . شوديدا ميز پيمتما

naaaديله لطمه بخورد فرض کن    ات مس ين که به کل   ي بدون ا  .حل   <<<< ...21o .  يبا استقرا رو 

n1م که لااقلي کني ثابت م
2

)1(
+

+nnز هستندي تعداد از جملات فوق متما.  



= n) استقرا يه ي پايبرا   . مورد نظر استي دو جمله ao,1. که حکم برقرار است(1 

= n يحال حکم را به ازا  kي آن را بـه ازا يم درسـت ي خـواه يد؛ مي درست فرض کن n =  k +  1 

kaaaبا اعداد . ميات کناثب <<<< ...21o1، حداقل
2
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+kk د يبا.  شوديز ساخته مي متماي جمله
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++ kkkkk ن يا. ميگر بسازي دي جملهk +  ـ جمله را به روش ز1  ر ي

  .مي سازيم

∑ديفرض کن  == k
i iaS  ـ.)  استيلات قبل تمام جميا مساوي بزرگتر   Sجه  يدر نت . (1  يحال ادعا م

  م کهيکن

kkkkk aaSaaSaaSaS −+>>−+>−+>+ ++++ 121111 ...  

k +  از يکي Aرا اگر ي باشد زي بزرگتر مير جملات قبليز هستند و هر کدام از ساي متماي جمله 1 

1
2

)1(
+

+kk باشد،ي قبلي ساخته شده ي جمله AS SaaSي ول≤ kk >−+ پس حکم . شد باي م1+

  .اثبات شد

 ي شـماره گـذار  n تا 1 يرها را با شماره هاين دب يا.  کنند يس م ير تدر ي دب nک مدرسه   ي در   .مثال

+ i ام، iر يم که دبي دانيم. مي کنيم  تواند توسط يهر دانش آموز م.  شناسدي نفر از دانش آموزان را م1 

 شناسـد  ي را که مي از دانش آموزانيکياهد  خويرها م ين دب يک از ا  يهر  . ر شناخته شود  يک دب يش از   يب

ر يک دبيش از ي بينده ي به عنوان نمايچ دانش آموزين که هيند به شرط اي خود برگزينده يبه عنوان نما

nنده ها حداقل بهين نمايد که انتخاب ايثابت کن. انتخاب نشود
  .ر استي حالت مختلف امکان پذ2



= n يبرا. مي کنيرها حل مي تعداد دبيا با استقرا روله را باز مس.حل  اگـر  .  استيهي حکم بد،1 

 ـn2ر، حداقلي دبn يبرا  ـ ي خـواه ي حالت وجود داشته باشد، م + n يم بـرا يم ثابـت کن  ـ دب1  ر هـم،  ي

1حداقل
2

+n   اول تا    يرهايطبق فرض استقرا دب   .  حالت وجود دارد n  به امn2نـده  ي تواننـد نما يق مي طر

+ nر ي خود را انتخاب کنند؛ و چون دبيها  نفر از آنها n شناسد که حداکثر ي نفر را مn + 2 ام حداقل 1 

+ nر ينده انتخاب شده اند، پس دبيقبلاً به عنوان نما n در هر کـدام از - ام 1 
 2 حـداقل بـه   - حالـت 2

+ nن يبنابرا.  خود را انتخاب کندينده ي تواند نمايق ميطر 1222ر حداقل بهي دب1  +
=×

nnيق مي طر 

  . خود را انتخاب کنندينده هايتوانند نما

n توان ي م n يعي هر عدد طب   يد برا ي ثابت کن  .مثال
 ـک دايره به شعاع واحد را درون  ي دا 7 ه  ي ره بـ

 ـره حداکثر در يهر دو دا ( متقاطع نباشند    يره ا يچ دو دا  ي که ه  ي جا داد به طور    n3شعاع  ـ ي  يک نقطـه م

  ).توانند با هم اشتراک داشته باشند

 ـک داي توان درون يره به شعاع واحد را مي دا n7م که ي کن ي ثابت م  n ي با استقرا رو   .حل   ه  ي ره بـ

= n يبرا.  جا دادn3شعاع   .مي دهي که در شکل نشان داده شده است قرار ميره ها را به صورتي، دا1 

  



= n يد که حکم برايحال فرض کن  mيم حکم را براي خواهي درست باشد، م n =  m + ت  1   ثابـ

= n، مانند حالت +13m به شعاعيره ايابتدا درون دا. ميکن حال . مي کني رسم م3mره به شعاعي دا7 ،1 

 ـ . ره به شعاع واحد رسم کرد     ي دا 7mره،ي دا 7ن  يک از ا  ي توان دورن هر     يطبق فرض استقرا م    چ يچون ه

ره به  يک دا يم درون   يوانستن ت ي ندارند، بنابرا  ي تلاق يک نقطه   يش از   ي، ب m3 به شعاع  يره  ي دا 7کدام از   

13m+ ، 17شعاع 7 7m m+×  ـچ دو دايم که هيره به شعاع واحد رسم کني دا =  ـيره اي  ـش از ي در ب ک ي

  .پس حکم ثابت شد. گر تقاطع نداشته باشنديکدينقطه با 

 ي کـه بـرا  يه طـور ح هستند بي صحي و جدا از هم از عددها      ي متناه ي دو مجموعه    B و   A  .مثال

BAxهر U∈  ،Ax Bxاي 1+∋ ∈−  دو برابر تعداد    A يد که تعداد عناصر مجموعه      يثابت کن .  است 2

  . استB يعناصر مجموعه 

 ـي صفر باشـد،  Bاگر تعداد عناصر . مي کن ي استفاده م  B تعداد عناصر    ي از استقرا رو   .اثبات  B يعن

Ax∈،BAx هر عنصريچون برا.  استيز تهي نAم که ي ده ي باشد، نشان م   يته U∈باشد، در يز مي ن 

Axديجه طبق فرض مسئله با    ينت  ـ نباشد، با  ي ته Aن اگر   يبنابرا.  باشد 1+∋  ـ باشـد و ا    يد نامتنـاه  ي ن ي

  .تله اسابرخلاف فرض مس

=−1يد که مسئله برا   يض کن حالا فر  nB       ي ثابت شده باشد، حال آن را براnB  ـ   =  ي ثابـت م

ن ي کوچـک تـر  yچـون  . مي نامي مy را در نظر گرفته و آن را Bن عضو ين منظور کوچک تر ي ا يبرا. ميکن

By است، پس Bعضو   ∉− Ayجهي؛ در نت2 Ayجه چونيدر نت.  است1+∋ By و1+∋  yرا يز (1−∌

Ayنيبنابرا).  است Bن عصو   يکوچک تر  ∈+  ـ      B و   A يچون مجموعه هـا   . 2  باشـند،   ي جـدا از هـم م

Byy و∌Ayنيبنابرا ∉++ 2,1.   



} يحــال مجموعــه هــا }2,1 ++−=′ yyAA  و { }yBB  يبــه ازا. ديــري را در نظــر بگ′=−

BAxهر ′′∈ U مي، دارAx Bxاي 1+∋′ ′∈− BAxرا اگر يز. 2 ′′∈ U   باشد، آن گاه BAx U∈  است 

Axله  او طبق فرض مس    Bxاي 1+∋ ∈− Axاگـر مـثلاً  .  باشد ي م 2 ا توجـه بـه ا    1+∋  ـ باشـد، بـ ن ي

,2,1که ++≠ yyyx) پس )چرا؟ ،Ax Bxق مشابه اگر  يبه طر . 1+∋′ ∈−  ـ باشد، با توجـه بـه ا      2 ن ي

,2,1که ++≠ yyyx  د  يا، پس بBx ′∈−  A ي مجموعه هـا نگر واضح است که چوياز طرف د.  باشد 2

 ′Aيپس مجموعـه هـا  .  باشندي هم جدا از هم م′B و ′A ي باشند، پس مجموعه ها    ي جدا از هم م    Bو  

′=−1له هستند و  اط مس ي شرا ي دارا ′Bو nB    پس طبق فرض استقرا ،BA ′=′ =′+2يول. 2 AA 

=′+1و BBپس BA 2=.  

k تعداد.مثال
k تا1 ي از عددهايکي هر کدام، يم که رويسک داري د2

 k + 2.  نوشته شده است2

+ k صفر تا يله با شماره هايم  ـسک ها بـا  يدر ابتدا، د. ف پشت سر هم قرار گرفته انديک ردي در 1  ک ي

 يسک موجود روين دي توان بالاتريدر هر حرکت م.  هم قرار دارندي صفر رويله  يب داده شده در م    يترت

+ i يله ي مي را برداشته و روi يله يم )(قرار داد ام 1  ki ≤≤o .ن حرکت را باياiTـيش مي نما  . مي ده

الا  ييپا (k2 تا1 يب از شماره  يسک ها به ترت   ي است که در آن تمام د      ي مرتب، حالت  ييحالت نها  ه بـ ) ن بـ

+ k ي شماره يله ي ميرو ه ازا  مثال، يبرا.  ام قرار گرفته باشند1  = k يبـ  ي لازم بـرا ي، حرکـت هـا  1 

),,,( تواند به صورتير مي به شکل زيه اي مرتب از حالت اولييدن به حالت نهايرس 11 TTTT ooباشد .  



  

  

ه   ي شماره يله ي ميسک ها رو ي د يه  يب اول ي توان از هر ترت    ي م k هر   يد به ازا  يثابت کن   صـفر بـ

  .دي مرتب رسييک حالت نهاي

= k يد مسئله برايحال فرض کن.  استيهي باشد که حکم بدo=k اگر.حل   m  حل شده باشـد؛ 

= k ي آن را برايدرست  m + 1له وي مm + 3حال . مي کني ثابت م1 
2

+mياگـر مهـره هـا   . مي مهره دار 

12يشماره   +
m 12 تا +m   تا 1 ي شماره   يم مهره ها  ي توانست ينداشتند، م  وجود m2     را بدون استفاده از 

ن صورت حل ي توان به اين مشکل را مي ايول. مي منتقل کنm + 2 شماره يله ي مبه 1  ي شماره يله يم

12ي با شـماره  ييا مهره هايه   شد و مهر   m2 تا   1 يک مهره با شماره     يکرد که هر گاه نوبت حرکت        +m 

12تا +m    ـ ي شـماره  يلـه  ي صفر قرار داشت، آن مهره ها را بـه م       ي شماره   يله  ي م ي بالاتر از آن رو  ک ي

 iTد که در حرکات مورد نظر، حرکت يتوجه کن . مي ده يم و بعد حرکت مورد نظر را انجام م        ي کن يمنتقل م 

)iT)1+1به حرکت  ≥i  و حرکت oT   لازم ي به حرکت ها oT ا شـماره     ي انتقال مهره هـا    ي برا 12ي بـ +
m 

1تا
2

+mو سپس حرکت oT1 بهTل شده استي تبد.  

 قـرار  m + 2 ي شـماره  يلـه  ي مين به بـالا رو ييب پاي با ترتm2 تا1 ي با شماره يحال مهره ها

12يسک با شماره ها   ي د m2حال. گرفته اند  +
m12 تا +mک قـرار گرفتـه   ي ي شماره يله يم ي راکه رو



 ـن ديبنابرا. مي کني منتقل مm + 2 ي شماره يله ياند، طبق فرض استقرا به م  1 يسک هـا از شـماره   ي

12تا +mي شماره يله ي ميرو) ن به بالايياز پا( ب ي به ترت m + 2قرار گرفته اند و حکم ثابت شد .  

  

  هياستقرای چند پا

ه    nک جمله بر اساس پـارا متـر      ي P(n) و   يعيک عدد طب  ي kح ، ي صح يددک ع ي mاگر   باشـد، بـ

  :يکهطور

  . برقرار باشدP(m), P(m+1), P(m+2),…, P(m+k-1) .الف

kmn هر يبه ازا .ب   P(n-k), P(n-k+1),…, P(n-1) جملات يم با فرض درستي بتوان≤+

  .جه گرفتيرا نت P(n) جمله يم درستيبتوان                

mn هر ين صورت، به ازايدر ا ≥ ، P(n)برقرار است .  

,,..., فرض کنيد  .11مثال   321 xxx      دنباله اي از اعداد حقيقي ناصفر باشند کـه در رابطـه ي زيـر 

  :صدق مي کنند

...,5,4,3
2 12

12 =
−

=
−−

−− n
xx

xx
x

nn

nn
n  

 به ازاي تعداد نامتناهي مقدار، صحيح باشـد را  nx براي اين که-2x و1x روي-شرط لازم و کافي 

  .به دست آوريد

 محاسبه -2x و1x بر اساس  -له چند جمله ي اول اين دنباله را       ا بهتر است براي فهميدن مس     .حل  

  . به دست آوريم-2x و1x بر اساس-د بتوانيم يک الگوي کلي براي جمله ي عمومي اين دنبالهکنيم؛ شاي



  :براي چند جمله ي اول اين دنباله داريم

21

21
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به اين صورت است اگر خوب به جملات بالا نگاه کنيم مي توانيم يک الگوي کلي حدس بزنيم و آن 

  که

21

21
)2()1( xnxn

xx
xn −−−

=  

  :يا به عبارت ديگر

)2()( 1221

21

xxnxx
xxxn −−−

=  

21حال اگر بتوانيم فرمول بالا را اثبات کيم، مي بينيم که اگر         xx  هاي بزرگ قدر n باشد به ازاي ≠

در نتيجه شرط لازم براي     .  نمي تواند صحيح باشد    nxو لذا ) چرا؟(مطلق مخرج از صورت بيشتر مي شود        

1اين که تعداد نامتناهي جمله از دنباله ي    2 3, , ,...x x x    21 صحيح باشـند ايـن اسـت کـه xx حـال  .  =

21اگر xx مي شوند؛ بنابراين شرط لازم و کافي اين  1x باشد، آن گاه کليه ي جملات دنباله ي فوق برابر=

1است که 2x x= ∈Z.  

  حال بياييد با هم فرمول



21

21
)2()1( xnxn

xx
xn −−−

=  

  .را ثابت کنيم

= nحکم به ازاي    برقرار باشـد،  n – 2 و n – 1حال فرض کنيد حکم به ازاي .  برقرار است2 ,1 

  :يم ثابت کنnمي خواهيم درستي حکم را به ازاي 

2 1

2 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2

3 4 2 3

2
3 4 2 3

n n
n

n n

x x
x

x x

x x x x
( n ) x ( n ) x ( n ) x ( n ) x

x x x x
( n ) x ( n ) x ( n ) x ( n ) x

− −

− −

=
−

×
− − − − − −

=

−
− − − − − −

  

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

2 2 3 3 4

1 2

x x

( n ) x ( n ) x ( n ) x ( n ) x

x x
( n ) x ( n ) x

=
   − − − − − − −   

=
− − −

  

  . ثابت شدnپس حکم با استقراي چند پايه روي 

هر يک از نيم دايره هاي حاصل را . م را قرار داده اي1 در دو انتهاي قطري از دايره، عددهاي       . مثال

ي آن وجود دارند قرار داده  انتهانصف کرده ايم و در وسط کمان هر نيم دايره، مجموع دو عددي که در دو

در مرحله ي بعدي باز هر يک از چهار کمان حاصل را نصف کرده و در نقطه ي وسـط  ). مرحله ي اول(ايم  

 بـار  nاين عمـل را  ). مرحله ي دوم(آنها، مجموع دو عددي را که در دو انتهاي آن ها است، قرار داده ايم   



 همه ي عددهايي را پيدا کنيد که روي محيط دايره نوشته         ام مجموع  nدر پايان مرحله ي     . ادامه داده ايم  

  .ايم

  

  

راي آن         . حل  باز مجموع اعداد را در چند گام اول حساب مي کنيم و سعي مي کنيم يک رابطـه بـ

  . حدس بزنيم

ر  nهمان طور که در شکل بالا مي بينيد مجموع اعداد دور دايره در مرحله ي                 ام احتمالاً بايد برابـ

2با 3n×حال بياييد حدس خود را ثابت کنيم.  باشد.  

ر    nحـال فـرض کنيـد کـه مجمـوع اعـداد در گـام                .  برقـرار اسـت    o=nحکم به ازاي    ام برابـ

nبا
nS 32 + nدر مرحله .  باشد=×  ام، مجموع اعدادي که تازه روي محيط دايره نوشته مـي شـوند   1 

 + nبنابراين مجموع اعداد در گام .  مي باشدnSمجموع اعداد قبلي نيز برابر با). چرا؟ (nS2ست بابرابر ا

   ام برابر است با1

1
1 323233 +

+ ×=××==
nn

nn SS  

  .در نتيجه حکم با استقرا روي مراحل ثابت شد

  .ابيد ام مثلث زير را بيi مجموع اعداد سطر .مثال



MM

1252927252321
6419171513
271197
853
11

  

ر  i با پيدا کردن مجموع اعداد چند سطر اول، حدس مي زنيم که مجموع اعداد سطر        .حل    ام برابـ

د iمي خواهيم اين مسئله را اثبات کنيم، ولي نمي دانيم که چه اعدادي در سطر   .  باشد 3iبا .  ام قرار دارنـ

  پس چه کار کنيم؟

+ iيد ببينيم که مجموع اعداد سطر پس بياي  ام چقدر اختلاف دارد؟ iام با مجموع اعداد سطر  1 

)1(133اگر حدس ما درست باشد بايد اين اختلاف به اندازه ي      233 ++=−+ iiiiببينيم آيا مـي  .  باشد

+ iتوانيم اين اختلاف را بشماريم؟ مي دانيم که تعداد اعداد سطر   ام iاد سـطر  ام، يکي بيشتر از اعد 1 

= k) ام kاست و اختلاف عدد   1, 2, …, i) سطر i + زيرا عدد .  است2i  ام برابرi ام سطر kام با عدد  1 

k ام سطر i +  ام است و اختلاف هر دو عدد فـرد متـوالي،   i ام سطر k امين عدد فرد بعد از عدد i ام، 1 

  . است2برابر 

+ iپس اگر آخرين عدد سطر  + i باشد آنگاه، اختلاف مجموع اعداد سـطر  ia+1ام برابر 1  ام و  1 

ر  امi مجموع اعـداد سـطر   1برابـ
22 ++ iai پـس اگـر حـدس مـا درسـت باشـد بايـد داشـته         .  اسـت

1332باشــيم 22
1 ++=++ iiia i .  بنــابراين حــدس مــي زنــيم کــه آخــرين عــدد ســطرi + ام  1 

132برابر ++ iiحال سعي مي کنيم که حدس خود را با استقرا روي .  باشدiثابت کنيم .  

132ام مثلث فوق برابر است با i+1ن سطر ي آخر. لم  ++ ii .  



ت با ام برابر اس iن عدد سطر يد آخريحال فرض کن.  که حکم واضح استi=0 ي به ازا . اثبات لم 

11)1(3)1( 22
−+=+−+− iiii)  ن عـدد سـطر     يم کـه آخـر    يم ثابت کن  ي خواه يم). فرض استقرا

1+i 132ام برابر است با
++ ii) حکم استقرا .(  

گـر وجـود   ي عدد فرد دiقا يدقام،  i+1ن عدد سطر يام و آخر iن عدد سطر  ين آخر يم ب ي دان يم

. ام است iن عدد سطر ين عدد فرد بعد از آخريامi+1ام، i+1ن عدد سطر يگر آخريا به عبارت دي. دارد

22ام برابر است بـا  i+1ن عدد سطر  يام با آخر  iن عدد سطر    يپس اختلاف آخر   +i .ن يجـه آخـر  يدرنت

13221ام برابر است با     i+1عدد سطر    22 ++=++−+ iiiii .با توجه به لـم  . جه لم ثابت شديدر نت

 ام برابر i شود که مجموع اعداد سطر ي ثابت مي به راحتi ي که در بالا گفته شد با استقرا رويبالا و مطالب  

  . 3iاست با 

naaa براي عددهاي.مثال ,...,,   : مي دانيم21

11232121 2,...,2,2 −− ≤≤≤≤≤≤≤ nnn aaaaaaaaao  

naaaaSثابت کنيد در مجموع    ±±±±±=  مي توان علامت ها را طوري تعيين کرد کـه      321...

1aSداشته باشيم  ≤≤o.  

= nبه ازاي .  بياييد باز حکم را با استقرا ثابت کنيم.حل   عدد nحال براي .  که حکم واضح است1 

132 ,...,, +naaaحکم را درست فرض کنيد يعني فرض کنيد بتوانيم در عبارت   

132 ... +±±±±=′
naaaS  



  

   با حرکت اسب5 * 5 و 1 * 1طي کردن صفحات شطرنجي : 4.3جدول    

  

2aSعلامت هاي مثبت و منفي را طوري انتخاب کنيم که ≤′≤oباشد .  

  مي خواهيم ثابت کنيم در عبارت

1321 ... +±±±±±=′ naaaaS  

1aSنيز مي توانيم طوري علامت هاي مثبت و منفي را انتخاب کنيم که ≤≤oباشد .  

SaSاگر بخواهيم از ساختار استقرايي استفاده کنيم بايد داشـته باشـيم        ′±±= 1aS و1 ≤≤o .

ت هـا را امتحـان کنـيم               ت . پس بياييد هر کـدام از حالـ =−−′≥oحالـ SaS  مـورد قبـول نيـست،       1

11حالت aSaS ت      .  باز هم قابل قبول نيست     =+′≤ SaSپـس تنهـا دو حالـ ′−= SaS و 1 ′+−= 1 

  .قعي قابل قبول استببينيم اين دو حالت در چه موا. باقي مي ماند

1 1 1

1 1 1 2 12

S a S a S a

S a S a a S a a

′ ′≤ = − ≤ ⇒ ≤ ≤

′ ′≤ = − + ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤

o o

o

  

121پس با توجه به اين که      2aaa  در کـدام يـک از دو        ′Sبراساس اين که مقـدار    .  مي باشد  ≥≥

1aSمحدوده ي    ≤′≤o 21 يا aSa SaS باشد، مي توان عبارت  ≥′≥ ′±±=  را طوري علامت گـذاري  1

1aSکرد که  ≤≤oباشد .  



 مي تـوان طـوري      2001 * 2001 ثابت کنيد اسب بازي شطرنج را روي صفحه ي شطرنجي            .مثال

  .حرکت داد که در همه ي خانه ها، و در ضمن در هر کدام، تنها يک بار قرار گيرد

ت پارامتري داده نشده است ما بايد حـدس  له ي فوق که مسئله به صورا در مسايلي مثل مس .حل  

به عبارت ديگـر بايـد   .  هم يکي از آنها باشد2001له براي چه پارامترهايي درست است که   ابزنيم که مس  

 هم در آن رابطه صـدق مـي   2001 هايي را پيدا کنيم که مسئله براي آنها درست است و         nرابطه ي بين    

اگر اين کار ار انجام دهيم .  ها ثابت کنيم n مسئله را براي آن      کند؛ سپس با استفاده از استقرا درستي آن       

  .مسئله براي آن عدد خاص هم ثابت شده است

.  کوچک باشد امتحان مي کنـيم n، وقتي n * nپس ابتدا درستي حکم را براي صفحات شطرنجي         

= nمي بينيم که حکم به ازاي   * 1جي  حرکت اسب در صفحات شطرن3.4در جدول .  درست است5 ,1 

ه  i شروع مي کند و از خانه ي شـماره ي  1اسب از خانه ي شماره ي    ( نشان داده شده است      5 * 5  و 1  بـ

  ). مي رودi + 1خانه ي شماره ي 

= nپس توانستيم نشان دهيم که حکم به ازاي  ه  . درست است 5 ,1  بنابراين احتمالاً بايد حکم بـ

= nازاي   4k + 1 و مثال همان طور که در د. درست باشدn = ان داده شده است اسب از وسط  نش5 ,1 

 شطرنجي حرکت خود را آغاز کرده است و در خانه ي گوشه ي بالا سمت راست حرکت خود را به            صفحه  

پس . همچنين حرکت اسب تا حد امکان در جهت حرکت عقربه هاي ساعت مي باشد             . پايان رسانده است  

  .نين پيروي کنيم بزرگتر هم از اين قواnسعي مي کنيم براي 

= nپايه ي استقرا به ازاي  فرض کنيد اسب بتواند با شروع از مرکز يک صفحه ي . درست است 1 

از تمام خانه ها يک و فقط يک بار عبور کند و خود را به خانه ي گوشه ي  (4k – 3) * (4k -3)شطرنجي 



+ 4k)شـطرنجي  مي خواهيم ثابت کنيم مي تواند در صفحه ي . بالاي سمت راست، برساند  1) × (4k +  

  . نيز اين کار را انجام دهد(1

 وسطي را طبق فرض استقرا پيمـايش مـي   (4k – 3) *  (4k – 3)ابتدا اسب صفحه ي شطرنجي 

+ 4k و 4k ،2، 1 قرار دارد و فقط ستون هاي (4k – 1 ,3) حالا در خانه ي .کند و  4k ، 2، 1 و سطرهاي 1 

4k +1ي کردن خانه هاي باقي مانده از خانه هاي حال براي ط.  طي نشده اند(4 ,3k – 1)   ه  به ترتيـب بـ

  ).در جهت عقربه هاي ساعت حرکت مي کنيم(مي رويم  خانه هاي زير

  

81  26  39  52  79  64  37  50  77  

40  53  80  65  38  51  78  63  36  

27  65  25  2  7  12  23  76  49  

54  41  8  13  24  17  6  35  62  

67  28  3  18  1  22  11  48  75  

42  55  14  9  20  5  16  61  34  

29  68  19  4  15  10  21  74  47  

56  43  70  31  58  45  72  33  60  

69  30  57  44  71  32  59  46  73  

   با حرکت اسب9 * 9طي کردن صفحه ي شطرنجي : 4.4جدول 

  

 (1, 4k), (3, 4k +  1), (5, 4k), …, (4k – 1, 4k +  1), (4k +  1, 4k), 

(4k, 4k – 2), (4k + 1, 4k – 4), …, (4k + 1, 4), (4k, 2), 

(4k – 2, 1), (4k – 4, 2), …, (4, 2), (2, 1), 

(1, 3), (2, 5), …, (2, 4k – 3), (1, 4k – 1), (2, 4k + 1), 



(4, 4k), (6, 4k + 1), …, (4k – 2, 4k +  1), (4k, 4k), 

(4k +  1, 4k – 2), (4k, 4k – 4), …, (4k, 4), (4k + 1, 2), 

(4k – 1, 1), (4k – 3, 2), …, (5, 2), (3, 1), (1, 2), 

(2, 4), (1, 6), …, (1, 4k – 2), (2, 4k) 

(4, 4k +  1), (6, 4k), …, (4k – 2, 4k), (4k, 4k +  1), 

(4k +  1, 4k – 1), (4k, 4k – 3), …, (4k, 5), (4k + 1, 3), (4k, 1), 

(4k – 2, 2), (4k – 4, 1), …, (4, 1), (2, 2), 

(1, 4), (2, 6), …, (1, 4k – 4), (2, 4k – 2), (3, 4k), 

(5, 4k +  1), (7, 4k), …, (4k – 1, 4k), (4k + 1, 4k + 1), 

(4k, 4k – 1), (4k + 1, 4k – 3), …, (4k + 1, 5), (4k, 3), (4k + 1, 1), 

(4k – 1, 2), (4k – 3, 1), …, (5, 1), (3, 2), (1, 1), 

(2, 3), (1, 5), …, (1, 4k – 3), (2, 4k – 1), (1, 4k + 1) 

واضح است که پيمايش بالا تمام سطر و ستون هاي باقي مانده را طي مي کند و به گوشه ي سمت                  

 2001ثابت شد و چـون   kله با استقرا روي اپس حکم مس. راست بالاي صفحه ي شطرنجي ختم مي شود     

  .له ثابت شدا نوشت، مس4k+1را مي توان به صورت 

 1 که در آن هر يک از اعداد       n تا   1يک ترتيب دلخواه از اعداد      . خواه است  عدد طبيعي دل   n .مثال

مـي گـوييم   .  مـي نـاميم  {n ,… ,3 ,2 ,1} دقيقـاً يـک بـار آمـده باشـند را يـک جايگـشت از        nتـا  

ــشت npppجايگـ ,...,, ــه ي21 kaaa در دنبالـ ,...,, ــديس    21 ــر انـ ــت، اگـ ــده اسـ ــاهر شـ  ظـ

kiiiهــاي n ≤<<<≤ ...1 ــراي هــر 21 ــه طــوري کــه ب nj وجــود داشــته باشــند ب  داشــته 1≥≥

jiباشيم pa
j

  . ظاهر شده است3 , 1 , 2 , 3 , 2 , 3 در دنباله ي 1 , 3 , 2به عنوان مثال جايگشت . =

  خواهي ازناميده مي شود، اگر هر جايگشت دل» دنباله ي جالب «n تا 1يک دنباله از اعداد 



 {1, 2, 3, …, n}در اين دنباله ظاهر شده باشد .  

12 حداقل يک دنباله ي جالب به طولnثابت کنيد براي هر عدد طبيعي  −
nوجود دارد .  

   . حل

 از  n اگر بخواهيم از استقرا استفاده کنيم بايد ساختار ساختن دنباله ي جالب بـراي                . راه حل اول  

  بنابراين با اين فرض بياييد چند دنباله ي جالب براي. به دست آيد n – 1له ي جالب براي ساختار دنبا

n =   . بسازيم4 ,3 ,2 ,1 

1  

1 ، 2 ، 1  

1 ، 2 ، 1 ، 3 ، 1 ، 2 ، 1  

1 ، 2 ، 1 ، 3 ، 1 ، 2 ، 1 ، 4 ، 1 ، 2 ، 1 ، 3 ، 1 ، 2 ، 1  

12در حالت کلي دنباله ي جالب به طول        −
n    را براي n     ابتدا يک دنباله   .  به اين صورت مي سازيم

12ي جالب به طول  1
−

−n براي n – 1  مي سازيم، سپسn را به آن اضافه مي کنيم و بعد باز يک دنباله 

12ي جالب به طول 1
−

−n براي n – 1 به عبارت ديگر اگـر  . به انتهاي آن اضافه مي کنيمf(n)  دنبالـه ي 

= f(n):  باشد، داريمnجالب براي   f(n – 1), n, f(n – 1).  

1212112واضح است که طول اين دنباله برابر با      11
−=−++−

−− nnn  ه  مي باشد و يک دنبالـ

naaaزيرا اگر.  مي باشد  nي جالب براي     ,...,, na باشـد و n تـا  1 يک جايگشت از اعداد 21 i  باشـد،  =

121طبق فرض استقرا زير دنباله ي ,...,, −iaaa در دنباله ي جالب سمت چپ براي n – 1 وجود دارد و باز 



niiطبق فرض استقرا زير دنباله ي  aaa ,...,, 21 ++
راي     وجـود  n – 1 در دنباله ي جالب سمت راسـت بـ

naaaدارد، بنابراين جايگشت ,...,,   . وجود داردnه ي جالب براي  در دنبال21

+ n يک دنباله ي جالب ساخته باشيم، براي n اگر براي :راه حل دوم   نيز يک دنباله ي جالب به 1 

+ n، عدد nاين شکل مي سازيم که در ابتدا و انتها و همچنين بين هر دو عنصر از دنباله ي جالب براي   

راي  حال به وضوح ديده مي شود که دنب.  را مي نويسيم1 + nاله ي ساخته شده يک دنباله ي جالب بـ  1 

12به طول nاست و اگر دنباله ي جالب براي  −
n   باشد، دنباله ي جالب ساخته شـده بـراي n + ه  1  ، بـ

12طول
1

−
+nمي باشد .  

1  

2 ، 1 ، 2  

3 ، 2 ، 3 ، 1 ، 3 ، 2 ، 3  

4 ، 3 ، 4 ، 2 ، 4 ، 3 ، 4 ، 1 ، 4 ، 3 ، 4 ، 2 ، 4 ، 3 ، 4  

= nبه عنوان مثال در جدول بالا دنباله هاي جالب به ازاي  ، با اسـتفاده از روش فـوق   4 ,3 ,2 ,1 

  .ساخته شده اند

< n (n تا 1 نفر با شماره هاي n . 17مثال   مهره در اختيـار  k دور ميزي نشسته اند و هر کدام (1 

نفر او مهره ي خود را به نفر دوم مي دهد و از ايـن    . ا انجام مي دهيم   با شروع از نفر اول بازي زير ر       . دارند

به بعد هر نفر که از نفر قبلي يک مهره دريافت کرده باشد دو مهره به نفر بعدي خود مي دهـد و اگـر دو                      

در اين بازي منظور از نفر بعدي، نزديک تـرين          . مهره دريافت کرده باشد، يک مهره به نفر بعدي مي دهد          



به محض آن که فردي تمام مهره هايش را از دسـت بدهـد از دور                . در جهت عقربه هاي ساعت است     فرد  

= kمثلاً اگر . ميز کنار مي رود   . از دور ميز خارج مي شوند2 و 1 باشد، در ابتداي بازي نفر 1 

  . باشد، بازي پايان مي پذيرد2 تواني از n و k > 1 ثابت کنيد اگر .الف

= kثابت کنيد اگر  .ب  n – 2 يـا  n – 1 باشد، بازي تنها در صورتي پايان مي پـذيرد کـه   1 

  . باشند2تواني از 

 مهره داشته باشند، چه اتفـاقي مـي   b مهره و بقيه ي نفرات a بياييد ببينيم که اگر نفر اول       . حل  

 است و بدين شـکل تعريـف   o يا1 تابعي باشد که مقدار آن f(n, a, b)براي اين منظور فرض کنيد . افتد

  :شده است

 مهره داشته باشند و b مهره و بقيه هر کدام a نفر باشند و نفر اول nمقدار اين تابع يک است، اگر      

  .بازي تمام شدني باشد؛ همچنين مقدار اين تابع صفر است اگر بازي تمام شدني نباشد

 نفــر بــه nاســم ايــن حــال بيــاييم چنــد حالــت را بــا يکــديگر بررســي کنــيم فــرض کنيــد 

nAAAAترتيب ,...,,, ، ) مهره دارد1A ،a – 1حالا( مي دهد 2A يک مهره به1A باشد، در ابتداي کار321

 3A، بعـد ) مهـره دارد 2A ،b – 1حالا( مي دهد 3A چون يک مهره دريافت کرده، دو مهره به2Aسپس

+ 3A ،bحالا( مي دهد 4Aچون دو مهره دريافت کرده، يک مهره به  چون يک 4A، سپس) مهره دارد1 

  ... .و )  مهره دارد4A ،b – 1حالا( مي دهد 5Aاست، دو مهره بهمهره در يافت کرده 

  :با دنبال کردن استراتژي بالابه نتايج زير مي رسيم

 فرد باشد، بعد از دور اول، تعداد مهره هاي هر فرد به ترتيب برابر است بـا       n و   a≤3اگر .1

a, b – 1, b +  1, b – 1, b + 1, …, b – 1, b +  و چون به نفر اول اين دفعه يک ،1 



مهره رسيده است پس دو مهره به نفر بعدي مي دهد بنابراين بعد از يک دور ديگر به نفر            

ا    ,… ,a, b, b, b, bاول دو مهره خواهد رسيد و تعداد مهره هاي افراد به ترتيب برابر بـ

b, b   ه عبـارت ديگـر اگـر     ). مطـابق شـکل  (مي شـود  باشـد، آن  b≤2 وa≤3يـا بـ

+=oگاه ),,12( bamf بازي تمام نشدني است( است.(  

  

=  aفرد و  nاگر  .2  باشد، چون نفر اول در ابتداي دور دوم حذف مي شود، در پايان دور 2 

nAAA مي دهد و مهره هاي نفرات      2Aه به نفر  ، دو مهر  nAدوم، نفر  ,...,,  بـه ترتيـب     32

 = f(2m + 1, 2, b) باشد، b≤2پس اگر . مي شود b + 2, b, b, b, …, b, b برابر با

f(2m, b + 2, b)  .  

+ a به ترتيب برابر بـا   زوج باشد، بعد از دور اول، تعداد مهره هاي هر فردnاگر  .3  1, b – 

1, b +  1, b – 1, …, b +  1, b – 1   خواهد بود و چون به نفر اول دو مهره رسيده بـاز

+ aبعد از يک دور ديگر تعداد مهره هاي افراد به ترتيب برابر با   2, b – 2, b + 2, b – 

2, …, b +  2, b – 2 به اين ترتيب بعد از دور . خواهد شدb  با شماره ي زوج ام، نفرات

حذف خواهند شد و
2
nنفر خواهيم داشت که نفر اول a+b       مهـره و بقيـه ي افـراد هـر

1,2به عبارت ديگر به ازاي.  مهره خواهند داشت2bکدام،  ≥≥ baداريم  :f(2m, a, b) 

=  f(m, a +  b, 2b).  



)2(),,(ن کنيم که  له از ما مي خواهد تعيي     احال قسمت الف مس    kknfk  در چه مواردي يـک      ≤

mnاگر. است و در چه مواردي صفر است       بار استفاده از قاعده ي سوم نتيجه مي گيـريم         m باشد، با    =2

),,()2,2,1(1که   =×−×+= bbbafbanf mm .   12به طريق مشابه اگر +=
mn     باشد،  طبق قاعده 

)2,2,12()2,4,2(ي دو داريم  
1−

=+
mm

ff          ولي در بالا اثبات کرديم که اين مقدار برابر با يـک اسـت 

)2,2,12(1)2,,(پس  1 kkff m
==+.  

 برابر صـفر  f(n, k, k)، مقدار k≤2حال ثابت مي کنيم که به جز موارد گفته شده در بالا به ازاي

2)12(فرض کنيد . مي باشد  += tn
m   با   باشدm         بار استفاده از قاعده ي سوم به اين نتيجه مي رسيم که

)2,2,12(),,( kktfkknf mm
ــر=+×× ــه اگـ ــاk≤3 کـ ــده ي  m≤1 يـ ــق قاعـ ــد طبـ  باشـ

),,(=oسوم kknfمي باشد .  

= kبراي قسمت دوم به ازاي  با شماره هاي زوج و نفر زوج باشد، در دور اول تمام نفرات  n، اگر 1 

 اسـت  2 عدد و تعداد مهره هاي بقيه ي افـراد       4اول از بازي خارج مي شوند و تعداد مهره هاي نفر سوم             

= f(2t, 1, 1)يعني بازي   f(t – 1, 4, 2)  ازي  وقتـي و  f(t – 1, 4, 2) و در قسمت قبل ثابت کرديم که بـ

mtفقط وقتي يک است که 21 12يجه بايد در نت−= 1
+=

+mnباشد .  

فرد باشد، در دور اول نفرات با شماره هاي زوج و نفر اول حذف مي شوند و تعداد مهره هاي          nاگر  

+ f(2t مي شود پس داريـم  2 و تعداد مهره هاي بقيه ي نفرات برار با 3نفر آخر برابر با   1, 1, 1) =  f(t, 

 ـ    (2 ,3 mtن بـازي فقـط و فقـط وقتـي يـک اسـت کـه        و در قـسمت الـف ديـديم کـه اي  باشـد  =2



12يعني 1
+=

+mn 12پس بازي قسمت دوم، فقط و فقط به ازاي        .  باشد +=
mn 22 يا +=

mn   تمـام 

  .شدني است


