
  ي قوياستقرا

ه ازا  n ي اثبات حکم استقرا به ازا   ي اوقات برا  يگاه  هـر عـدد   ي، لازم است که حکم اسـتقرا را بـ

م يم تـا بتـوان  يدرست فرض کن).  باشديه استقرا مي پا m) m يا مساوي و بزرگ تر    nح کوچک تر از     يصح

mnح ي هر مقدار صحيحکم استقرا را به ازا     ي قـو ي از اصـل اسـتقرا  ين مـوارد يدر چن. مي ثابت کن≤

  : ر استي به شکل زي قويم؛ اصل استقرايري گيکمک م

 باشد، به nک جمله بر اساس پارامتر ي nP)( و يعيک عدد طبي m اگر .ي قوياضي رياصل استقرا

  :  کهيطور

  .  برقرار باشدmP)( .الف

mk هر ي به ازا.ب ),()1,()( ي، بتوان از برقرار≤ kPmPmP K+1( ي، برقرار( +kP را   

  . جه گرفتينت                        

mn هر ين صورت، به ازايدر ا ≥ ،)(nPبرقرار است  .  

 ـي هر دو، بـا اصـل خـوش ترت   ي تر است ول يف، قو ي ضع ي از اصل استقرا   ي قو ياصل استقرا   و يب

  . گر را ثابت کردي دي توان درستي از آنها ميکي باشند و با اصل قرار دادن يجه با هم معادل ميدرنت

  .ه کردي توان به عوامل اول تجزي را م2 يا مساوي بزرگ تر يعيد هر عدد طبي ثابت کن.مثال

 اول باشد، ي عددpاگر . (ه کردياصل ضرب عوامل اول تجز توان به حي را م2 واضح است که   .حل  

  .) باشدي به عوامل اول مp يه ي تجزpخود 

 ـ را بتوان به عوامل اول تجز      n يا مساو ي کوچک تر    يعيد هر عدد طب   يحال فرض کن    ـ. ه کـرد  ي  يم

+ n يعيم عدد طبيم ثابت کنيخواه   .ه کردي توان به عوامل اول تجزي را هم م1 



+ nباشد، که خود  اول n + 1اگر  + n يه ي تجز1   1 =  n + 1پـس فـرض   .  به عوامل اول است

  ديکن

 n + > 1 يعيجه دو عدد طبيدر نت.  اول نباشد1   a, b <  n + + n وجود دارند که 1   1 = ab . بنا

  .ه کردي را به عنوان اول تجزb و a توان يبه فرض استقرا م

kk qqqbpppa ′== ...,... 2121  

kkپس qqqpppabn ′==+ ......1 2121) ipها و jq ـي.)  ها اولنـد  + n يعن  بـه عوامـل اول   1 

  .ه شده است و حکم ثابت شديتجز

 ـ ي بر اساس قانون زna از عدد  na+1، عدد n ير منف يح غ ي هر عدد صح   ي برا .مثال  ير به دسـت م

  :ديآ

nn ش تر باشد،  ي ب 5 از   naن رقم سمت راست عدد    ياگر آخر  aa 91 =+
ن صورت، رقـم    ير ا يدر غ . 

 ـ مانده نما  يم و ارقام باق   ي گذار ي را کنار م   naسمت راست  10div1( اسـت    na+1شگري nn aa =+
 ،div 

ن ي دلخواه، اoa هريا به ازايآ. ابدي يان مي نباشد، کار پايچ رقمي شامل هna+1اگر. )ح استيم صحيتقس

  ر است؟يان پذيند، پايفرآ

حکم واضـح   باشد که  oa=1اگر. مي کن ي، ثابت م  oa عدد ي رو ي قو ي بله، حکم را با استقرا     .حل  

+ k عدد يم براي کني برقرار باشد، ثابت مk تا 1 اعداد يد حکم برايحال فرض کن. است  ـ ن1  ز برقـرار  ي

+ kاگر رقم آخر عدد . است  ـ(ا با کنار گذاشتن آن رقم ي باشد، 5 يا مساوي کوچک تر 1  ک مرحلـه از  ي

= aن کـه عـدد   يا ايشود  يجه حکم اثبات ميست که در نتي نيچ رقمي هي، عدد حاصل دارا)تميالگور  

(k+1) div 10د که چون عدد ي آي به دست مa <  k + ان يند پاين فرآي است، پس طبق فرض استقرا ا1 



+ kکان عدد ي اگر رقم يول. ابدي يم  aتم عدد ين الگوريک مرحله از اي ي باشد، با اجرا5بزرگ تر از  1 

= 9(k + گر از ي ديمرحله  کي ي است و با اجرا4ا ي 3، 2، 1کان آن، برابر يد که رقم ي آي به دست م(1 

= bتم عدد ين الگوريا  a div 10 =  9(k + > bد که عدد ي آي به دست م(1   k + ن بـاز  يبنابرا.  است1 

  .ديان خواهد رسيند به پاين فرآيطبق فرض استقرا، ا

 که يي کارت هاين سه کار را بر روي تواند ايم که ميار دارين در اختيک ماشيد که ي فرض کن.مثال

  :ک کلمه نوشته شده است انجام دهديک از آنها ي هر يبر رو

د کند که بر يک کارت توليرد و ي آنها دو کلمه نوشته شده است را بگ       يدو کارت که بر رو     •

 کـارت اول  ي مثال اگر بـر رو يبرا. (ن دو کلمه پشت سر هم نوشته شده باشد  ي آن ا  يرو

 ين کـارت  ي ماش ي نوشته شده باشد، خروج    babه   کارت دوم رشت   ي و بر رو   aab يرشته  

 .) نوشته شده استaabbab آن يخواهد بود که بر رو

 کارت  يافت کند و در خروج    ي نوشته شده است را در     S ي آن کلمه    يک کارت که بر رو    ي •

 يودر کـارت و ي مثال اگـر بـر رو  يبرا. ( نوشته شده استaSb آن يجاد کند که بر رو  يا

 ي آن کلمه ي خواهد بود که بر رو   ين کارت ي ماش يباشد، خروج  نوشته شده    aba يکلمه  

aababنوشته شده است (. 

 ي کارتيافت کند و در خروجي نوشته شده است را در  S ي آن کلمه    يک کارت که بر رو    ي •

 ي کـارت ورود ي مثال اگـر بـر رو  يبرا. ( نوشته شده استbSa آن يجاد کند که بر رو  يا

 آن کلمـه    ي خواهد بود که بر رو     ين کارت ي ماش يروج نوشته نشده باشد، خ    يچ کلمه ا  يه

 .) نوشته شده استba ي



 ـ نوشته نشده اسـت در اخت يچ کلمه اي آنها هي کارت که بر رو    ياديدر ابتدا تعداد ز    ار مـا قـرار   ي

  .گرفته است

جاد کرد که ي را اي توان کارتين مين ماشين کارت ها و با ا يد که با استفاده از ا     ينشان ده  .الف

  . نوشته شده باشدabbaba ي کلمه  آنيبر رو

ک کلمه نوشته ي آن ي که بر روي توان هر کارتين مين ماشيد که با استفاده از ا   يثابت کن   . ب

ل شده باشـد و     ي تشک b و   aن کلمه تنها از     ين ا يد کرد، اگر و فقط اگر ا      يشده است را تول   

  . آن باشدي هاb آن برابر ي هاaتعداد 

  .حل

 يک کارت خالي و بعد با استفاده از ab و عمل دوم، کارت يک کارت خال  يز   ابتدا با استفاده ا    . الف

 و بعد با استفاده از abba، کارت ba و ab ي و بعد با استفاده از عمل اول و کارت هاbaو عمل سوم، کارت 

  .مي کنيد مي را تولabbaba، کارت ba و کارت abba يعمل اول و کارت ها

ت  S ي طول کلمه  ي رو ي قو يد شده باشد، با استقرا    ين تول يشن ما ي توسط ا  S ي اگر کلمه    .ب  ثابـ

 بـا  S ي هـا در کلمـه   b هـا و  aل شده است و تعـداد  ي تشکb و  a تنها از حروف     S يم که کلمه    ي کن يم

  .گر برابر استيکدي

ا طـول    ′S کلماتي همه ين حکم برايد ايفرض کن.  صفر باشد که حکم واضح است     Sاگر طول    بـ

 بـا  S ياگـر کلمـه   . ز درست استي نn به طول S ي هر کلمه يم براي کن يثابت م .  درست باشد  nکمتر از   

21SSSيعنيعمل اول درست شده باشد،       اسـت، پـس   n کـم تـر از   2S و1S باشد، چون طول کلمات=

 برابـر بـا    2S و 1Sي در کلمه    a يل شده اند و تعداد حرف ها      ي تشک b و   a فقط از حروف     2S و 1Sکلمات



ل شده است و تعداد حرف      ي تشک b و   a تنها از حروف     S ين کلمه   يبنابرا.  در آنهاست  b يتعداد حرف ها  

 بـا اسـتفاده از عمـل دوم    S يق مشابه اگر کلمه     يبه طر .  است ي مساو S در   b يرف ها  با تعداد ح   a يها

bSaSيعنيدرست شده باشد، ) سوم( ′=)( aSbS  است، n – 2 برابر با ′Sيچون طول کلمه .  باشد=′

 در b و aل شده است و تعـداد حـروف   ي تشکb و a تنها از حروف ′Sين طبق فرض استقرا کلمه    يبنابرا

bSaSيجه کلمه   يگر برابر است؛ در نت    يکدي با   ′Sيکلمه   ′=)( aSbS ل ي تشک b و   a تنها از حروف     =′

پس حکم با استقرا ثابت .  آن استb يها برابر تعداد حرف S ي  در کلمه   a يشده است و تعداد حرف ها     

  .شد

 b و a که تنهـا از حـروف   يم هر کلمه اي کني، ثابت مS   ي طول کلمه ي روي قويحال با استقرا

  .د کردي توان تولي برابر باشد را مb با تعداد حروف aل شده باشد و تعداد حروف يتشک

 با ′S کلمات ي همه   يکه حکم برا  د  يفرض کن .  صفر باشد که حکم واضح است      S ياگر طول کلمه    

اگر حرف . ز حکم برقرار استي  نn به طول  S ي هر کلمه    يم برا ي کن ي درست باشد ثابت م    nطول کمتر از    

bSa به صورت  S يعني متفاوت باشند،    S ياول و آخر کلمه      aSbاي ′  کـه از     اسـت  ي کلمـه ا   ′S( باشد   ′

 b و a تنهـا از حـروف   ′Sيواضح است کـه کلمـه     ). دي آ ي به دست م   S يحذف حرف اول و آخر کلمه       

و طول ) ن استي چنSرا در   يز( است   ي در آن مساو   b با تعداد حروف     aساخته شده است و تعداد حروف       

حـال اگـر کلمـه    . د کرديل را تو ′Sي توان کلمه    ي است؛ پس طبق فرض استقرا م      nتر از    کم   ′Sيکلمه  

bSaSي ′=)( aSbS  را S يکلمـه  ) عمل سوم( و عمل دوم ′Sي توان با استفاده از کلمه ي باشد، م =′

  .د کرديتول



 ـبنابر تقارن فـرض کن . کسان باشندي S ي حروف اول و آخر کلمه ديپس فرض کن   د حـرف اول و  ي

 حرف اول آن i آن در ي هاb تعداد ي منهاS ي کلمه ي هاa تعداد ي را مساوix. باشدS، a  يآخر کلمه 

11واضــح اســت کــه . ميريــ گيمــ =x11 و −=−nx) رايــزo=nx و حــرف n ام aاز طــرف ).  اســت

11گريد =−+ ii xxـجـه لااقـل   ي است؛ در نت  > iک ي  n  وجـود دارد کـه o=ix حـال فـرض   .  باشـد

21SSSديکن  ي کلمـه ا 2Sاخته شده است و  س S ي کلمه   ول حرف ا  i است که از     ي کلمه ا  1S باشد که  =

 است؛ پس o=nx وo=ixن کهيبا توجه به ا.  ساخته شده استS ي حرف آخر کلمه n – iاست که از 

12ي در کلمه aتعداد حروف  )( SS برابر با تعداد حروف b1گر طول کلماتياز طرف د.  در آن استS2 وS 

 1S تـوان کلمـات  ين طبق فرض استقرا ميبنابرا. ل شده اندي تشکb و a است و تنها از حروف nکم تر از  

21SSSي توان کلمه ي و عمل اول، م2S و1S را ساخت، حال با استفاده از کلمات2Sو   .د کردي را تول=

 از رشـته  ي متنـاه يک مجموعـه  ي A. ک استي از صفر و ي متناهيک دنباله   يک رشته،   ي .مثال

βααβمي از آن دار   β و α دلخواه ي هر دو رشته     يهاست که برا    است که   ي رشته ا  αβمنظور از (،  =

 ـ  β و αياز کنار هم گذاشتن دو رشته         ـ آي به دست م  باشـد  o1=β و11o=α مثـال اگـر  يد بـرا ي

  .) خواهد بودoo111=αβآنگاه

 توان از کنار گذاشـتن  ي را مA دلخواه ي وجود دارد که هر رشته ω ماننديد که رشته ا  يثابت کن 

  . به دست آوردωيتعداد

 ـ را   α د شـود،  ي تول αي رشته   ي از کنار هم گذاشتن تعداد     βي که رشته    ي در صورت  .حل   ک ي

 ير را ثابت مي حل مسئله ابتدا دو لم زيبرا. مي دهي نشان مα را با  αيم، طول رشته    ي نام ي م βسازه  

  :ميکن



βααβ اگر.لم   . مشترک دارنديک سازه ي β وαنگاه باشد، آ=

=+=2م، اگر ي کن ي ثابت م  αβي حکم را با استقرا رو     .اثبات لم  βααβ    باشد، حکم واضح 

  .است

α هر يم که حکم برا   ي کن يفرض م  β و ′ αββα که ′ αββα و ′′=′′ .  باشد، برقرار باشـد    ′′>

 توان فـرض    يت مسأله کم شود م    ين که از کل   يبدون ا : مي کن ين صورت ثابت م   ي به ا  β و αيحکم را برا  

βαکرد ≤.  

βαحال اگـر   βα باشـد، آنگـاه    = پـس فـرض    .  مـشترک دارنـد    ي سـازه    β و α، پـس  =

βαديکن βααβ و  > ==Aک طرفياز .  باشدα رقم اول A، α  يرقم اول رشتهβ  و از طـرف 

ــابرا.  باشــدي مــαگــر همــانيد βαβ بــه شــکلβين رشــته يبن ــهي مــ=′ ββ باشــد ک <′ 

αβαβαβαααβو ′==′==A جهي باشد؛ در نت  ي مβααβ پس طبـق فـرض اسـتقرا رشـته     . ′=′

β و αيها β و همα مشترک همين سازه ي هستند و چون ا ω مانند ي مشترک ي سازه   ي دارا ′  ي را م′

βαβيسازد رشته    . باشدي مβ وαي مشترک رشته هاي سازه ωنيبنابرا.  سازديز مي را ن=′

  . مشترک دارندي سازه β وα باشند، آنگاهA مشترک ي دو سازه β وα اگر.لم

  :مي دارk هر ي هستند، براA مشترک ي سازه هاβ چون و. اثبات لم
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dه مشترکين مقسوم علي را بزرگ ترαو βمي کنيفرض م. ميري گي م:  
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ــاز  ــونيطرف ααα چ ...=Xــه ازا ــت، ب ــري اس ــ دارl ه مي
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ن ي بـزرگ تـر    dن که   يبا توجه به ا   . =

  : کهي وجود دارند به طور2l و1lح و مثبتي باشد، اعداد صحي مβ وαه مشترکيمقسوم عل
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  :مي دارi هر ين به ازايبنابرا

11// 21 ++++
=== idlidlii ωωωω

βα
  

iωωپس   . باشدي مα وβي مشترک برايک سازه ي =

  

nααα اگر. لميجه ينت   . باشندي مي مشترکي سازه ي ها داراiα باشند، آنگاهA ي سازه ها21...

Ai هر يبرا. مي نام ي م αم و آن را   ي کن ي را به دلخواه انتخاب م     Aک عضو دلخواه از     ي ∈β  ه  بنا بـ

αβαβم  يفرض دار  ii  دارنـد کـه آن      ي مـشترک  ي سازه   iβ و α دهد که  يجه م ي نت 1جه لم   ي و در نت   =

 ـ ين رشـته هـا دارا  ي، ا2 لم  يجه  يبنا به نت  . ميري گ ي ها را در نظر م     iωيحال همه   . مي نام ي م iωرا ک ي

 سازه ω است، پسiβي سازه iω وiωي سازه ωچون. مي نامي مω مشترک هستند که آن را       يسازه  

  .ن حکم ثابت شدي هاست و بنابراiβي مشترک همه ي

 ي قطر يقطر اصل .  آن داده شده است    ي قطر اصل  ي خانه ها  ي مهره رو  k با   n * nک جدول   ي .مثال

ک ي ي جدول روي دوخانه نيهمچن.  کندين متصل ميي راست پاي چپ بالا را به گوشه ياست که گوشه 

 سـتون آن دو،  ي سطر آن دو با قدر مطلق تفاضل شـماره  ي اند اگر قدر مطلق تفاضل شماره   يقطر فرع 



ا قطر يا ستون يک سطر، ي آن در ي کند که با خانه     يد م ي از جدول را تهد    ييهر مهره خانه ها   . برابر باشد 

ه  يک مهره است ونقاط نشان دهنـده  ياه ي سيره  ير دا يبه عنوان مثال در شکل ز     . ردي قرار گ  يفرع  خانـ

  . شونديد مين مهره تهدي هستند که توسط اييها

  

  

ت کن  .  کنند يد م ي جدول را تهد   ي خانه ها  ي مهره همه    kن  يم که ا  ي دان يم  ـثابـ دي



 −

≥
3

12nk 

منظور از . (است xيا مساويح کوچک تر ين عدد صحي، بزرگ تر xاست (.  

  :مي کنير اشاره مي از آنها در زي وجود دارد که به بعضي متفاوتيله راه حل هاان مسي اي برا.حل 

 قرار دارند، فاصله ي قطر اصلي که رو B و   A يم که اگر دو خانه      ي کن ي نخست دقت م   :راه حل اول  

 نباشد، ين دو خانه مهره اي اي، اگر رو  )ن دو خانه زوج باشد    ين ا ي ب يتعداد خانه ها  (شان از هم فرد باشد      

 ـ، A ي شود، پس با خانه يد نمي تهديچ مهره اي قرار دارد، توسط هB و سطر A ستون ي که رو  Cخانه   ا ي

ک مهـره  ي که فاصله شان فرد است، حداقل يگر، در هر دو خانه ا   يبه عبارت د  .  شامل مهره است   Bخانه  

د شامل ي فرد باي با شماره هاي خانه هايا همه يج  زوي با شماره هاي خانه ها ين همه   يبنابرا. داروجود د 



واضح است . ديري قرار ندارد در نظر بگي آن مهره ا   ي را که رو   يي از خانه ها   يکي است   يکاف. (مهره باشند 

 ـن خانه فرد باشد، باين اگر ايک مهره باشد و همچنيد ي فرد باي هر خانه ين خانه زوج باشد، رو ياگر ا  د ي

ه هـا  ي متواليم که از هر سه خانه ي کنيحال دقت م.) ک مهره باشد يزوج   ي تمام خانه ها   يرو  ي از خانـ

 باشـند  ي خالC و B و  Aچون مطابق شکل اگر     . ( از آنها مهره باشد    يکيد حداقل درون    ي، با )ا زوج ي(فرد  

 يپس حداقل رو  )  ماند ي م يد نشده باق  ي تهد D يخانه  
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n وجـود   قطـر، مهـره   ي خانه هـا

 لازمي شود که حداقل مهـره هـا  ي ثابت م6 مانده بر ي باقي رويريداشته است که با حالت گ     
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   جدولي لازم برايم اگر حداقل مهره هاي کنين راه حل از استقرا استفاده ميدر ا:  راه حل دوم

 n * n  ،f(n)   استقرا حکميه ي پا يا  باشد، بر 
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> p هر يم براي کنيحال فرض م  nـ  مي داشته باش
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 ـا باين يي پا3 * 3 جدول يده شدن خانه هاي پوشيبرا. دي توجه کنC و B و   A يبه خانه ها  . ديريبگ د در ي



ه  . ردي مهره قرار گC و A يد در خانه ها ين صورت با  ير ا يرد و در غ   ي قرار گ  ي مهره ا  B يخانه   اگر در خانـ

  :ميرد که داري مهره قرار گC و A يها
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1)2(22)2()( nnnfnf  3 * 3ن صورت اگر جـدول   ير ا ي در غ 

د شدن ي تهدين صورت براير ارد؛ دي قرار گي حتماً مهره اB يد در خانه ين دو مهره نداشته باشد، با     ييپا

 و A يرا در خانه هايمهره وجود داشته باشد ز G و Hو  E يد در تک تک خانه ها     يبا Iو   Jو   H يخانه ها 

Cمين صورت داريپس در ا.  وجود نداردي مهره ا:  





 −

≥



 +

−−
≥+−≥

3
124

3
1)6(24)6()( nnnfnf  

 عدد kل آن است که  مهره معادk به عنوان مکان ي قطر اصلي خانه روk انتخاب يله ا مس. حيتوض

 ـي که انتخاب نکرده اين اعدادي که در بيم به طوري انتخاب کن{n ,… ,3 ,2 ,1}از اعداد  چ يم، تفاضل ه

ن موضوع اگـر    يبا توجه به ا   . ن هردو عدد انتخاب نشده، انتخاب شده باشد       يانگي فرد نباشد و م    يدو عدد 

f(n)     مي لازم باشـد، ثابـت کـرد     ي، حداقل تعداد مهره هـا:
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