
   شمارشياصول اساس

 ـ     ي نظ ييشامدهايل به شمردن تعداد حالات پ     ي از مسا  ياريدر بس   يا در جاهـا   ير قـرار گـرفتن اش

 ـا اين، ي مع يطيم شدن آنها طبق شرا    يا تقس يمشخص   ر حـسب و   ي  ـيستادن افـراد بـ  ـي هـا يژگ  ي خاص

  . ميازمندين

  : دير برخورد کني زيل شمارشيمسا  مثال، ممکن است به يبرا

 يچ دو دختر  ي که ه  يک صف وجود دارد به طور     ي دختر در    3 پسر و    5ستادن  ي ا ياچند حالت بر  «

  »رند؟يکنار هم قرار نگ

  » ندارند، چقدر است؟ي که ارقام تکرار53000تعداد افراد بزرگ تر از «

}2,1,,20{ مجموعه   ي عضو 7 يرمجموعه ها يتعداد ز « K  ندارند، چقـدر    يچ دو عضو متوال   ي که ه 

  »است؟

ه موضـوعات  يل شمارشيوارد فوق سه مثال ساده از مسا      م  ـي هستند که مربوط بـ  باشـند کـه   ي م

 ـ  ي، با يبيز ترک ي راجع به آنال   يحيقبل از هر توض   .  شوند يده م ينام» يبيز ترک يآنال«  در يد با دو اصل اساس

  .مي اصل جمع و ضرب آشنا شويعني يل شمارشيمسا

  :اصل جمع

  :  کهيم کرد به طوري، تقس1E ،2E ،... ،kE امدشي پk را بتوان به Eشامد ي اگر پ

1n1شامد ي اتفاق افتادن پي حالت براE ،  

2n2شامد ي اتفاق افتادن پي حالت براE ،  



                       M  

knشامد ي اتفاق افتادن پي حالت براkE ،  

 از يکيفتند آنگاه، تعداد حالات اتفاق افتادن ي با هم اتفاق نيشامديچ دو پيوجود داشته باشد و ه

   برابر است با kEا ي، ...، 1E ،2E يشامدهايپ
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.  مـسافرت کنـد  Q به شـهر   P فردي مي تواند از سه مسير هوايي، دريايي و زميني از شهر              .مثال

. يايي وجود داشـته باشـد   راه براي سفر در   2 راه بري سفر زميني و       2 راه براي سفر هوايي،      3فرض کنيد   

  ، مسافرت کند؟Q به شهر Pاين شخص به چند طريق مي تواند از شهر 

 مسافر ت Q به شهر P طريق مي تواند از شهر 3 + 2 + 2 = 7 طبق اصل جمع، اين شخص به   .حل

  .کند

  

  :اصل ضرب

  :، تقسيم کرد به طوري کهkE، و...، 1E،2E پيشامد پشت سر همk را بتوان به E اگر پيشامد 

1n1 حالت براي اتفاق افتادن پيشامدE،  

مجموعه ي متناهي  kA ،kو ... ، 1A،2Aيک عدد طبيعي و kفرض کنيد 

i, j = 1, 2, …, k،jiو دو به دو مجزا باشند؛ يعني به ازاي هر   داشته ≠

ji=/0باشيم AA I .آن گاه داريم:  



2n2 حالت براي اتفاق افتادن پيشامدE،  

                     M  

knحالت براي اتفاق افتادن پيشامد kE،  

، 2E، بعد پيشامد1Eاول پيشامد (Eوجود داشته باشد آن گاه، تعداد حالات اتفاق افتادن پيشامد 

  :برابر است با) kEدر آخر پيشامد، و ...
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 بايـد طبـق     ،D به شهر    Aبراي رفتن از شهر     .  برود D به شهر    A شخصي مي خواهد از شهر       .مثال

   برود؟D به شهر Aاين شخص به چند طريق مي تواند از شهر .  عبور کردC و Bشکل زير از شهرهاي 

  

  . برودD به شهر A طريق مي تواند از شهر 2 × 5 × 3 = 30صل ضرب، اين شخص به  طبق ا.حل

  

  

  

 مجموعه ي متناهي باشند؛ kA ،kو... ، 1A،2A يک عدد طبيعي وkاگر 

  :آن گاه داريم
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  . را بيابيد360 تعداد مقسوم عليه هاي طبيعي عدد .مثال

ــل ــون.ح 3 چ 2360 2 3 5= × ــي   × ــه طبيع ــسوم علي ــر مق ــس ه ــه  360، پ ــوان ب ــي ت  را م

2صورت 3 5a b c×   نوشت که در آن ×

, , , 3, 2, 1a b c a b c∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤o o oZ  

حـال  .  اسـت 360و بالعکس هر عدد که به صورت فوق نوشته شود يک مقسوم عليه طبيعي عدد       

 حالت مي توان انتخاب کرد پس تعداد مقسوم عليه هاي 2 را به c حالت و 3 را به b حالت، 4 را به  aچون  

k اگر:نکته. 4 × 3 × 2 = 24:  برابر است با360طبيعي 
kpppn
ααα ...21

ها اعداد ip باشد به طوري که=21

ــند   ــايزي باش ــم     n(اول متم ــرده اي ــه ک ــل اول تجزي ــرب عوام ــل ض ــه حاص ــيم  .)  را ب ــي دان م

kعدد
kpppm
βββ ...21

ه ازاي          ، اسـت اگـر و تنهـا اگـر بـه             n، مقـسوم عليـه عـدد        =21 بنـابراين بـ

kiهر ≤≤1،iβ      مي تواند هر يک از مقادير iα...,,1,o  بنابراين طبق اصل ضرب تعداد مقسوم      .  را بگيرد

  :برابر است با nعليه هاي مثبت 

)1)...(1)(1( 21 +++ kααα  

naaaيک دنباله از اعداد  ,i = 1, 2اگر به ازاي هر ناميده مي شود، » kدنباله در مبناي « يک 21...

3, …, n ،{ }1...,,2,1, −∈ ka i oبه عنوان . به تعداد جملات يک دنباله طول آن دنباله مي گويند.  باشد

}مثال }11,1,1, oooo مي باشد2 در مبناي 2 مجموعه ي تمام دنباله هاي به طول .  

) وجود دارد؟kدر مبناي  n چند دنباله به طول .مثال , )k n ∈    

ــل ــه ي  .ح ــاختن دنبال ــراي س naaaب ــاي 21... ــه k در مبن ــوان k، ب ــي ت ــق م  را از 1a طري

}ي مجموعه }1...,,2,1, −ko  به طريق مشابه، هر يک از جمله هاي       . ، انتخاب کردnaaa ,...,,  k را نيز به 32



ــه طــول  . ب کــردطريــق مــي تــوان انتخــا ــه هــاي ب  برابــر اســت k در مبنــاي nپــس تعــداد دنبال

nبا

n
kkkk =××× 43421 ....  

در مثال هاي بالا، مشاهده کرديد که چگونه اصل هاي جمع و ضرب به طور جداگانه در حل مسايل 

 ـ                 . شمارشي به کار مي روند     رب اما در حل مسايل پيچيده تر، ما ناچار مي شويم از هر دو اصل جمـع و ض

  .براي روشن شدن اين مطلب به حل مثال هاي زير مي پردازيم. استفاده کنيم

ه دنبـال آن      .مثال  در زبان برنامه نويسي پاسکال نام متغيرها از يک حرف تنها يا يـک حـرف و بـ

   وجود دارد؟4در اين زبان چند متغير به طول حداکثر . دنباله اي ازاعداد و حروف تشکيل شده است

 × 36، تعداد متغيرهاي به طول دو برابر است با      26تغيرهاي به طول يک برابر است با         تعداد م  .حل

ه  ) رقم باشد10 حرف الفبا يا هر يک از       26زيرا کاراکتر دوم مي تواند هر يک از          (26 ، تعداد متغيرهاي بـ

 36 × 36 × 36، همچنين تعداد متغيرهاي به طول چهار برابر است با 26 × 36 × 36طول سه برابر است با 

  : برابر است با4بنابراين طبق اصل جمع تعداد متغيرهاي به طول حداکثر . 26 ×

4
2 3 36 126 26 36 26 36 26 36 26

35
−

+ × + × + × = ×.  

بنـابراين  . در حل مثال قبل ديديم که مسأله را نمي توان مستقيماً با اصل جمع يا ضرب حل کـرد          

سپس هر يک از زير مسأله ها      . يمتقسيم کرد ) براساس طول متغيرها  (مسأله را به چند مسأله ي کوچکتر        

ه    )جمع زدن جواب آنها   (را حل کرديم و بعد با ترکيب جواب زير مسأله ها             ، جواب مـسأله ي اصـلي را بـ

  .اين تکنيک که روش تقسيم و حل نام دارد در حل بسياري از مسايل به ما کمک مي کند. دست آورديم

722ا بيابيد به طـوري کـه   از اعداد صحيح ر(x, y) تعداد زوج مرتب هاي .مثال ≤+ yx) .  دقـت

  .)، تفاوت دارد)-1, 2(با ) 2, -1(کنيد که     



   .حل

722 اگر )روش تقسيم و حل   : ()اول راه( ≤+ yx    2,2 باشـد آنگـاه ≤≤− yx .     حـال مـسأله را

  : به سه قسمت زير تقسيم مي کنيمxبراساس مقدار 

• o=x      72، در اين حالت به نامعادله ي ≤y     22( جـواب  5 مي رسيم که( ≤≤− y دارد  .

 . مي باشد5پس تعداد زوج مرتب هايي که مؤلفه ي اول آنها صفر است برابر 

• 1±=x    62، در اين حالت به نامعادله ي ≤y22( جواب5 رسيم که  مي( ≤≤− yدارد  .

 مـي باشـد     2 × 5 = 10 است برابر    ±1پس تعداد زوج مرتب هايي که مؤلفه ي اول آنها         

 ).به دو طريق مي تواند انتخاب شود xخود (

• 2±=x      32، در اين حالت به نامعادله ي ≤y 11( جواب 3 رسيم که     مي( ≤≤− y دارد  .

 مـي باشـد   2 × 3 = 6 است برابـر  ±2پس تعداد زوج مرتب هايي که مؤلفه ي اول آنها         

 ). به دو طريق مي تواند انتخاب شودxخود (

  .5 + 10 + 6 = 21      :بنابراين طبق اصل جمع، جواب مسأله برابر است با

722 مي دانيم تعداد زوج مرتب هايي که       .)روش اصل متمم  : (راه دوم  ≤+ yx     برابر است با تعداد 

822زوج مرتب هايي که ≤+ yx822 منهاي تعداد زوج مرتب هايي که =+ yx.  

822اگر ≤+ yx 2,2، آنگاه ≤≤− yx  حال چون هر يـک از مؤلفـه هـاي اول و دوم             .  مي باشد

,2,1( طريق   5به  ) مستقل از يکديگر  ( ±±= ox 2,1 و, ±±= oy (      مي توانند انتخاب شوند؛ پس تعداد

822زوج مرتب هايي که ≤+ yx 5 × 5 = 25 برابر است با.  



822اگر =+ yx  2، آن گاه±=x،2±=y .      822پس تعداد زوج مرتب هايي کـه =+ yx   ر  برابـ

  .25 – 4 = 21در نتيجه جواب مسأله برابر است با . 2 × 2 = 4است با 

  :در حل مسأله ي بالا از اصل متمم استفاده کرديم، اين اصل مي گويد

   تعداد کل حالات–لات غيرقابل قبول تعداد حا =تعداد حالات قابل قبول 

  

n چند زوج مرتب از اعداد طبيعي وجود دارد که در معادله ي     n براي عدد طبيعي     .مثال
yx

xy
=
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  )1960مسابقات رياضي پاتنام، . (صدق مي کند

22.حل ))(( nnynxnnynxxynynxxyn
yx

xy
=−−=+−−⇒+=⇒=

+
.  

abnپس اگر ),( باشد2= N∈ba آن گاه ،x = n +  a و y =  n +  b) . دقت کنيد که چونx و y 

= xبايد اعداد طبيعي باشند، جواب   n – aو  y =  n – bدر نتيجه بـه ازاي هـر   .)  مورد قبول نمي باشد

.  به دست مـي آيـد  (x, y) مرتب  به حاصل ضرب دو عدد طبيعي يک جواب يکتا براي زوج2nتجزيه ي

 مـي  2n به حاصل ضرب دو عدد طبيعي برابر با تعداد مقسوم عليه هاي            2nولي تعداد راه هاي تجزيه ي     

kپس اگر. باشد
kpppn
ααα ...21

)12)(12)...(12( باشد، جواب مسأله برابر است با=21 21 +++ kααα.  

.  باشدUيک زير مجموعي ي مجموعه ي متناهي مرجع      Aاگر  : اصل متمم 

AUA                          :آنگاه −=′ 



 را در نظر بگيريد که در مرکز هر يک از مکعب هاي کوچـک آن يـک           3 مکعب به ضلع      يک .مثال

چند تا مجموعه ي سه تايي از اين نقاط روي يک خط راست   )  نقطه 27مجموعاً  (نقطه گذاشته شده است     

  )مرحله ي اول پنجمين المپياد کامپيوتر(قرار دارند؟ 

  37 )ه                    43 )د                           49) ج                      36) ب                      48 )الف

  

اين مکعب را طوري در نظر بگيريد که اضلاع آن موازي محورهـاي            .  گزينه ي ج صحيح است     .حل

 3 ها و y عمود بر محور 3 × 1 × 3 لايه ي 3 ها، x عمود بر محور 1 × 3 × 3  لايه ي3حال . مختصات باشند

 مجموعه ي سه تايي 2 لايه 9در هر يک از اين .  ها را در نظر بگيريدz عمود بر محور 3 × 3 × 1ه ي      لاي

) قطرهاي فرعي  (22پس پاره خط هاي سه تايي به طول      . وجود دارد که قطرهاي آن لايه را مي سازند        

 ها و محور y ها، محور xمحور (ورهاي مختصات همچنين موازي هر يک از مح .  مي باشد  2 × 9 = 18برابر  

z خط موازي محورهاي مختصات وجود دارد کـه  3 × 9 = 27پس . نه تا پاره خط سه تايي وجود دارد  )  ها 

مکعب هاي گوشـه    نقطه ي وسط8همچنين از به هم پيوستن دو به دوي . از سه تا از اين نقاط مي گذرند     

 پاره خط 4) قطرهاي اصلي( وسطي   1 × 1 × 1  ه ي داخل مکعب   اي مکعب که در يک وجه نيستند و نقط        

 پاره خط با شـرايط      18 + 27 + 4 = 49پس مجموعاً   . به وجود مي آيد که از سه تا از اين نقاط مي گذرد            

  .مورد نظر وجود دارد

 انتخاب کرد که مجموع 9 تا 1 به چند طريق مي توان سه عدد متفاوت از ميان اعداد صحيح   .مثال

  )مرحله اول نهمين المپياد کامپيوتر(ا بر سه بخش پذير باشد؟ آنه

  84 )ه                  45) د                        30) ج                     28) ب             27 )الف



اگر بخواهيم سه عدد انتخاب کنيم که مجموع آنها بر سه بخش پـذير             .  گزينه ج صحيح است    .حل

ه دوي آنهـا            ) حالت اول ( مساوي باشد    3اقي مانده ي هر سه عدد بر        باشد، بايد ب   يا بـاقي مانـده ي دو بـ

  باقي مانده ي اعضاي مجموعه ي). حالت دوم(متمايز باشد 

 A = = B، باقي مانده ي مجموعـه ي  1، برابر 3 بر {7 ,4 ,1}   و بـاقي  2، برابـر  3 بـر  {8 ,5 ,2} 

= Cي اعضاي مجموعه ي  مانده در حالت اول به سه طريق مي تـوان ايـن   .  استo، برابر3بر  {9 ,6 ,3} 

، به سه حالت يکي از اعضاي Aدر حالت دوم به سه حالت مي توانيم يکي از اعضاي . اعداد را انتخاب کرد   

B         و به سه حالت يکي از اعضاي C   طريق مـي    3 × 3 × 3 = 27پس طبق اصل ضرب به      .  را انتخاب کنيم 

حال طبق اصـل جمـع   .  انتخاب کنيم9 تا 1توانيم سه عدد با باقي مانده هاي متمايز از بين اعداد صحيح  

  .3 + 27 = 30جواب مسأله برابر است با 

مي خواهيم با استفاده از حرکت     .  نقطه را نشان مي دهد     33 با   3 × 11 شکل زير يک جدول      .مثال

 سمت چپ و پايين به نقطه ي گوشه ي سمت راسـت و              از نقطه ي گوشه ي    ) مانند شکل زير  (هاي مورب   

اين کار به چند    . توجه کنيد که با هر حرکت مورب فقط مي توان به سمت راست شکل رفت              . پايين برويم 

  طريق ممکن است؟

42)الف 23 ) ب               ×







×

5
10

) د                  52)ج                  3
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  42)ه                10

  



هر مسيري از نقطه    .  بناميد 1B،2B  ،...،11Bنقاط سطر دوم را به ترتيب     .  گزينه ه صحيح است    .حل

از ) Cنقطـه  (بـه نقطـه گوشـه ي سـمت راسـت و پـايين       ) Aنقطـه ي  (و پايين  ي گوشه ي سمت چپ      

ه     8B و2B،4B،6Bاز هر يک از نقاط    ). چرا؟( مي گذرد    2B،4B،6B،8B،10Bنقاط  مـي تـوانيم هـم بـ

بنـابراين  .  بـرويم  C هم بايد به نقطـه ي        10Bاز نقطه . سمت راست پايين و هم به سمت راست بالا برويم         

4212222 است بار برابC به Aطبق اصل ضرب تعداد مسيرهاي مورد نظر از  =××××.  

، سه عدد متمايز انتخاب کرد، بـه طـوري کـه    30 تا 1 به چند طريق مي توان از ميان اعداد      .مثال

  تشکيل تصاعد هندسي دهند؟ 
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در طبقه بندي رياضيات، اصول جمع و ضرب بسيار بديهي هستند، و به همين دليل اغلب توسـط                 

ولي اين دو اصل به واقع در حل مسايل شمارشي نقـش اساسـي              . دانش آموزان، ناديده گرفته مي شوند     

ي بـا         به طوري که در اين قسمت ديديم، ممکن است يک مسأله را نتوان به را              . دارند حتي حـل کـرد ولـ

ه هـا و سـپس ادغـام جـواب زيـر      تقسيم آن مسأله به چند زير مسأله ي کوچک تر وحل آن زير مـسأل      

  .، مي توان جواب مسأله ي اصلي را به دست آوردها مسأله


