
  هاي با تكرار  ها و جايگشت ايگشتج

   :)تبديل ( جايگشت

دقـت  هاي مرتب از اشياء هستند،  بندي گوييم به طور كلي آرايش   ها تبديل يا ترتيب هم مي       ها كه به آن     جايگشت

  .باشد كنيد كه در آنها ترتيب اشياء مهم مي

   بدون حروف تكراري نوشت؟ كلمات سه حرفيc و b و aتوان باسه حرف  به طور مثال به چند طريق مي

اهميـت دارد پـس   ) c و bجاي ( تفاوت دارد يعني ترتيب حروف acb با كلمة abcاز آنجا كه در اين كلمات، كلمة   

  .باشد    طريق مي3 * 2 * 1  ،كه بنابر اصل ضرب. پردازد تايي اين حروف مي هاي سه سئوال به تعداد جايگشت

توان از ميان آنها يك نفر رئيس  به چند طريق مي. اند اي شركت كرده در جلسه 10 تا 1هاي   نفر با شماره   10 .مثال

  .به شرطي كه هر نفر حداكثر يك پست داشته باشد.جلسه، يك نفر منشي جلسه و يك نفر معاون جلسه انتخاب كرد

  باشد  مي10 تا 1تايي اعداد 3هاي   دقت كنيد كه اين سئوال متناظر با تعداد جايگشت.حل

  



  

تواند منشي   براي رئيس جلسه اين فرد ديگر نميi حالت داريم و پس از انتخاب فرد 10ي انتخاب رئيس جلسه برا

 iدانيم     بناميم براي انتخاب معاون، مي     j حالت داريم و اگر منشي جلسه را         9جلسه باشد پس براي انتخاب منشي جلسه        

كه .  حالت داريم10 * 9 * 8 حالت داريم پس بنابر اصل ضرب 8 ماند و  نفر ديگر مي8توانند معاون هم باشند پس   نميjو  

                     : هم نشان دادزيرتوان به صورت  اين تعداد را مي
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 شيئ را انتخاب كنيم و ترتيـب  k شيء متمايز، nخواهيم از بين  در حالت كلي جواب هر يك از مسايل زير كه مي          

nست را با اشياء مهم ا
kPتبديل «خوانند  دهند و مي  نشان ميk از n«.  

  »توان ساخت؟  حرفي با حروف متمايز ميkي   چند كلمه{a1 , a2 , … , an}با حروف «

  »شوند؟  مشخص ميk تا 1هاي   شركت كننده، به چند طريق رتبهnدر يك مسابقة دوي ماراتن با «

  :توانيد ثابت كنيد دلال مثال بالا، ميبا استدلالي شبيه است
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  :با توجه به تعريف فاكتوريل و تبديل داريم
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  .مثال     

  توان ساخت؟  حرفي با حروف متمايز مي5 چند كلمة J و A ،B ،C ،D ،E ،F ،G ،H ،I  حرف10با  .   الف

هاي فـرد و بقيـة حـروف در       فقط در مكانF و A ،B ،C ،D ،Eدر چند تا از كلمات قسمت الف، حروف          . ب 

  هاي زوج استفاده شده است؟ مكان

  .حل

10توان ساخت برابر است با    حرف مي10 حرفي با كلمات متمايز كه با 5تعداد كلمات  .   الف
5P.  

6به    . ب 
3P   4هاي فرد و به       طريق حروف مكان

2Pتوان تعيين كـرد، پـس    هاي زوج را مي  طريق حروف مكان

4:  جواب مسأله برابر است با 
2

6
3 PP ×.  

  :توان در يك قفسه به طوري كه  كتاب فيزيك را به چند طريق مي4 كتاب رياضي و 9 .مثال

  .هيچ شرطي وجود نداشته باشد .   الف

  .) كتاب رياضي نباشد  دو كتاب فيزيك،بين هيچ. (هاي فيزيك كنار هم باشند كتاب  . ب 

4.هاي اول و آخر رياضي باشند هيچ دو كتاب فيزيكي كنار هم نباشند و كتاب  . ج 
3P  

  .، دقيقاً سه كتاب فيزيك باشد و هيچ كتاب رياضي نباشدM2 و M1بين دو كتاب رياضي   . د 

  .حل

  . را در قفسه چيدتوان آنها  طريق مي 13!  كتاب داريم، پس به 13چون  .   الف

. گيـريم  ، در نظـر مـي  Pهاي فيزيك را، يك كتاب مانند  هاي فيزيك بايد مجاور باشند، كتاب چون كتاب   . ب 



 Pاز طـرف ديگـر خـود كتـاب     . تـوانيم بچينـيم    حالت، مي10! را به P كتاب رياضي و كتاب    9بنابراين  

  .10 * !4: ! است با بنابر اصل ضرب جواب مسأله برابر.  حالت چيده شود 4!تواند به  مي

هـاي فيزيـك را بـين         چينيم و سپس كتاب     هاي رياضي را در قفسه مي       براي حل اين قسمت ابتدا كتاب       . ج 

هاي رياضي را بچينيم، حال چون هر كتـاب           توانيم كتاب    حالت مي  9!به   .دهيم  هاي رياضي قرار مي     كتاب

پـس  .  جاي خالي داريم8هاي فيزيك   فيزيك بايد بين دو كتاب رياضي باشد، بنابراين براي چيدن كتاب          

8به  
4P  هاي نهـايي مـسأله برابـر     ضرب جوابتوانيم كتاب هاي فيزيك را بچينيم و بنابر اصل        طريق مي

8: است با
4!9 P×. 

 

  

  

4 قرار بگيرند، به M2 و M1هاي  ابتدا سه كتاب فيزيكي را كه بايد بين كتاب      . د 
3Pخـود   .چينـيم   طريق مي

خواهيم اين سه كتاب فيزيك و كتب  حال چون مي. توانند قرار بگيرند  هم به دو طريق ميM2 و M1كتب 



 8( كتاب 9حالا . گيريم  در نظر ميA كنار هم قرار بگيرند، آنها را يك كتاب بزرگ مانند M2 و M1رياضي 

4 هـم بـه    Aولي خود كتـاب  . چينيم   در قفسه مي    طريق 9!را به   ) Aكتاب ديگر و كتاب     
32 P×  طريـق 

92!: پس جواب مسأله برابر است با. توانست چيده شود مي 4
3 ×× P.  

   وجود دارد؟8000 و 3000 چند عدد فرد با ارقام متمايز بين .مثال

 از d و عـدد  {7 , 6 , 5 , 4 , 3}  بايد از مجموعـة aعدد . دهيم ايش مي نمabcd اعداد مطلوب را به شكل .حل

، مسأله را به دو قسمت زير {3,5,7} = {1,3,5,7,9} ∩ {3,4,5,6,7} چون .  انتخاب شوند{9 , 7 , 5 , 3 , 1}مجموعة 

  .كنيم تقسيم مي

  a∋}7,5,3{  .حالت اول

و براي انتخاب ) كنيم  انتخاب ميa را بعد از d( حالت 4 نيز d براي انتخاب   حالت و  a  ،3براي انتخاب   در اين حالت    

8هـا نيـز         بقية رقم 
2

210
2 PP پـس طبـق اصـل ضـرب تعـداد ايـن اعـداد برابـر اسـت بـا            .  حالـت وجـود دارد     −=

67243 8
2 =×× P.  

  d∋}6,4{ .حالت دوم

8هـا     حالت و براي انتخاب بقيـه رقـم  5 نيز d حالت و براي انتخاب a  ،2براي انتخاب در اين حالت   
2

210
2 PP =− 

56052پس طبق اصل ضرب تعداد اين اعداد برابر است با  . طريق وجود دارد 8
2 =×× P  

   .672 + 560 = 1232حال طبق اصل جمع تعداد كل اعداد برابر است با 

  .اند  ساخته شده{1,2,3,4} موعة اعدادي باشد كه با ارقام متمايز از مجموعة، مجS فرض كنيد .مثال



) چند عضو دارد؟ S  .   الف )S  

) چقدر است؟ S مجموع اعداد عضو   .  ب )?=∑ ∈Sx x  

  .حل

4: بااند برابر است   ساخته شده4 تا 1 رقمي با ارقام متمايز كه با ارقام        iدانيم تعداد اعداد      مي .   الف
iP .  پـس

  :طبق اصل جمع داريم

6424241244
4

4
3

4
2

4
1 =+++=+++= PPPPS  

هاي    مجموع رقم  dهاي صدگان و       مجموع رقم  cهاي دهگان،      مجموع رقم  bهاي يكان،      مجموع رقم  aاگر    .  ب

 مسأله برابر است باجواب . هزارگان باشد

abcd +×+×+× 101001000  

 است برابـر تعـداد   1وتي با هم ندارند، پس تعداد اعدادي كه رقم يكان آنها برابر  هيچ تفا4 و 3 ، 2، 1چون ارقام   

  .…  است و همين طور براي رقم دهگان و 2اعدادي است كه رقم يكان آنها برابر 

)پس  . S=64 رقم يكان دارند برابر است با  Sتعداد اعضاي  ) 160
4

432164
=

+++×
=a.  

604 كه رقم دهگان دارند برابر است با          Sتعداد اعضاي   
4

4
3

4
2 =++ PPP) پـس   ). اعداد دو، سه و چهار رقمـي

150
4

1060
=

×
=b . تعداد اعضايS  484 كه رقم صدگان دارند برابر است با

4
4

3 =+ PP) اعداد سه و چهار رقمي .(

ــس   120پ
4

1048
=

×
=c . ــضاي ــداد اع ــه Sتع ــا    ك ــت ب ــر اس ــد براب ــان دارن ــم هزارگ 244رق

4 =P . ــس پ



60
4

1024
=

×
=d.  

  پس جواب مسأله برابر است با

7366016015010120106010 23 =+×+×+×=∑
∈Sx

x  

توان فرض كرد كه   با هم فرق دارند پس مي4 و 3، 2، 1راه حل ديگر براي حل اين مسأله اين است كه چون ارقام          

 مقدارشان به طور متوسط        S عضو   هر يك از ارقام اعداد    
2
5

4
4321

=
توان فرض كرد جاي اعداد  پس مي.  است+++

يك رقمي  
2
 و جاي اعداد دو رقمي 5

2
 و جاي اعداد سه رقمي 55

2
 و جاي اعداد چهار رقمي 555

2
  پس. رار داد ق5555

2
5555

2
555

2
55

2
5 4

4
4

3
4
2

4
1 ×+×+×+×=∑ ∈ PPPPSx  

  .هاي اصلي حل مسايل شمارشي است درحل اين مسأله از ايدة تقارن استفاده كرديم كه يكي از ايده

  توان ساخت؟  حرفي مي4، چند كلمة wall با حروف كلمة .مثال

   يكسان هستند، چه كار كنيم؟،l بود؛ ولي دو حرف 4!، از يكديگر متمايز بودند، جواب برابر با l اگر دو حرف .حل

 l1ولي چون دو حرف .  خواهد بود4!در نتيجه جواب برابر با .  در نظر بگيريمl2 و l1به صورت  lدو حرف فرض كنيد 

را  wall هـر دو كلمـة   wal2l1 و wal1l2هاي  به عنوان مثال آرايش. ايم  يكسان هستند، پس هر حالت را دو با شمرده   l2و  

12ابراين جواب برابر است با بن. كنند مشخص مي
2
!4

=.   

ايم و با تقسيم تعـداد   توجه كنيد اين ايده كه يك كميت را بشماريم و بعد ببينيم هرحالت را چندبار حساب كرده    



ل به ايم؛ جواب مسأله را به دست آوريم، در حل خيلي از مسائ حالات شمرده شده بر تعداد دفعاتي كه هر حالت را شمرده

  .كند ما كمك مي

  :هاي با تكرار جايگشت

= nفرض كنيد   n1 +  n2 +  … +  nkتعداد كلمات در حالت كلي .  باشدn حرفي را كه با n1  حـرف a1 ،n2  حـرف 

a2    ، …  وnk   حرف ak  توان ساخت با نماد        ، مي 
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دهـيم كـه ايـن مقـدار برابـر اسـت بـا           نشان مـي  
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توانيم بسازيم، ولي به خاطر يكـسان   حرفي مي n كلمة !n در نتيجه ما      زيرا فرض كنيد تمام حروف متمايز باشند،      

و به خاطر يكسان بـودن  …  بار،     !n2 ، هر كلمه را      a2 بار، به خاطر يكسان بودن حروف        !n1، هر كلمه را      a1بودن حروف   

پس تعداد . ايم بار شمرده !n1! n2! ... nkبنابراين طبق اصل ضرب هر كلمه را . يما  بار شمرده!nk، هر كلمه را  akحروف  

هاي كلمة مورد نظر برابر است با        آرايش
!!!

!
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 برابر است با  pepperهاي كلمة  به عنوان مثال تعداد آرايش   
!1!2!3

 massasaugaمـة  هـاي كل   يا تعداد آرايـش 6!

برابر است با 
!1!1!3!4!1

!10 .   

   كه ارقام متمايزي دارند كدام است؟530رقمي بزرگتر از   تعداد اعداد سه.مثال

  336 .. هـ                335 .د                345 .ج                240 .ب              201 .الف



  

 و 530و بعد تعداد اعداد بين شماريم   را مي600 تعداد اعداد بزرگتر يا مساوي      ابتدا. صحيح است ) د( گزينة   . حل

تعـداد اعـداد سـه    . 4 * 9 * 8 = 288 با ارقام متمايز برابر است با  600تعداد اعداد سه رقمي بزرگتر يا مساوي        .  را 600

رقمي يا مساوي با  پس تعداد اعداد سه . 1 * 6 * 8 = 48 برابر است با 600تر از   و كوچك530تر يا مساوي با  رقمي بزرگ

 شده است جواب مسأله برابر است با   نيز شمرده530حال چون عدد  . 288 + 48 = 336 با ارقام متمايز برابر است با 530

335 = 1 - 336.   

 


