
   و مسائل مربوط به شمارشکيک به يتناظر 

مکت داشته باشد و هر ي ن20ن کلاس ياگر ا.  دانش آموز نشسته باشندnک کلاس، يد در يفرض کن

مکـت  ي هـر ن   يم رو ي اگـر بـدان    يول. n≥20مکت نشسته باشد، واضح است که       يک ن ي يدانش آموز رو  

قا يمکت دقي هر نيم روين اگر بدان  يهمچن. n≤20ح است که    ک دانش آموز نشسته باشد، واض     يحداقل  

  . n=20م که ييم بگوي توانيک نفر نشسته است، بدون شمردن تعداد دانش آموزان، مي

BAf تابع .فيتعر   اگر . مي ناميک ميک به يک تابع ي را :→

)()(:,, yfxfyxAyx ≠≠∈∀  

  . ک مقدار را نسبت ندهدي، Aچ دو عضو دلخواه ي، به هfگر تابع يبه عبارت د

  

 B به مجموعه Aاز مجموعه ) کيک به يتابع (ک يک به يک رابطه ي اگر .کيک به ياصل رابطه 

BAوجود داشته باشد، آنگاه  ≤.  

  

BAf تابع .فيتعر   . ک و پوشا باشديک به يم اگر ي ناميک ميک به يک تناظر ي را :→

 وجود داشته باشد، B به مجموعه Aک از مجموعه يک به يک تناظر ي اگر .کيک به ياصل تناظر 

BAآنگاه  =.  

  

   باشدي متناهB و A ي ندارد مجموعه هايد که در اصول فوق لزوميدقت کن



  : يک ثابت کنيد با استفاده از تناظر يک به.مثال









−

=







kn

n
k
n  

 S عضوي مجموعه ي k ثابت مي کنيم که يک تناظر يک به يک بين تعداد زير مجموعه هاي .حل

= {1, 2, …, n} و تعداد زير مجموعه ي n – kعضوي 















− kn
n    آن وجـود دارد؛ در نتيجـه تـساوي 

  .برقرار است

}اگر }kaaaA ,...,,  هم يک زير S – A باشد، آن گاه S عضوي مجموعه k يک زير مجموعه ي =21

ين  kبه عبارت ديگر انتخاب شدن .  است و برعکسS عضوي، مجموعه ي n – kمجموعه ي   n عنصر از بـ

 عنـصر  n عنصر از بـين  kزيرا براي انتخاب .  عنصر استn عنصر از بين n – kعنصر مثل انتخاب نکردن 

  . عنصر را به دست آوردk عنصر را انتخاب کرد و با حذف آنها n – kمي توان ابتدا 

 شخصي در ساختماني کار مي کند که هفت بلوک در شرق و هـشت بلـوک   .مسئله ي مسير  . مثال

ايـن  .  بلوک را طي مي کند    15اين فرد براي رسيدن به محل کارش هر روز          . در شمال خانه اش قرار دارد     

  محل کارش برود؟شخص به چند طريق مي تواند به 



  

 مـي تـوانيم متنـاظر    N حرف 8  و E حرف   7 حرفي با    15 مسئله ي مسير را با تعداد کلمات         .حل

 نشان گر رفتن به سمت شـرق باشـد،     E نشان گر رفتن به سمت شمال و هر حرف           Nاگر هر حرف    . کنيم

به عنوان مثال . لعکس وجود دارد و باN حرف 8 و E حرف 7واضح است که به ازاي هر مسير، يک کلمه با 

ه      .  مي باشد  EENNENEENNNENNEمسير متناظر با شکل بالا، به صورت         بنابراين يک تناظر يـک بـ

در نتيجـه تعـداد   .  ساخته مي شوند، وجـود دارد N حرف 8 و E حرف 7يک بين مسيرها و کلماتي که با    

مسيرهاي مورد نظر برابر است با







8

15.  

، برويم؛ با اين (c, d) به نقطه ي (a, b)گر بخواهيم در صفحه ي مختصات از نقطه ي به طور کلي ا

+ x) بتوانيم به يکي از نقاط (x, y)شرط که در هر حرکت از نقطه ي   1, y) ،(x – 1, y) ،(x, y + 1) و (x, 

y – 1) برويم، تعداد کوتاه ترين مسيرها از نقطه ي (a, b) به نقطه ي (c, d)ت با تعداد کلمـاتي   برابر اس

در نتيجـه تعـداد ايـن مـسيرها برابـر اسـت       .  سـاخته مـي شـوند   y تـا  |b – d| و x تـا  |a – c|که با 

با








−
−+−

ca
dbca.  



 مي نامند و    X را مجموعه ي تواني      X يک مجموعه باشد، مجموعه ي تمام زير مجموعه هاي           Xاگر  

= Xبه عنوان مثال اگر .  نشان مي دهندP(X)با    : برابر است باX باشد، مجموعه ي تواني {3 ,2 ,1} 

{ }{ }}3,2,1{},3,2{},3,1{),2,1{},3{},2{,1,0)( /=XP  

   چقدر است؟P(S)تعداد اعضاي .  عضوي باشدn يک مجموعه ي S اگر .مثال

، يک تنـاظر   n عضوي و دنباله هاي دودويي به طول         n بين زير محموعه هاي يک مجموعه ي         .حل

  .يک به يک برقرار مي کنيم

}فرض کنيد }naaaS ,...,,    و=21

{ }nibbbbB in ,...,1;1,|...21 === o  

BSPfتابع يک به يک و پوشاي.  باشد nمجموعه ي تمام دنباله هاي دودويي به طول           را :)(→

  .به اين شکل تعريف مي کنيم

ncccAfSPA ...)(),( 21=∈∀  

= iبه طوري که به ازاي هر   1, 2, …, nاگر Aa i . o=ic و در غير اين صـورت ic=1ن گاه، آ∋

= Sبه عنوان مثال اگر  = A و {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}  )(111 باشد؛ آن گاه{6 ,4 ,1}  ooo=Af.  

= |P(S)|بنـابراين  . واضح است که تابع فوق يک به يـک و پوشـا اسـت     |B| .    ي مـي دانـيم ولـ

nBکه   .n2 عضوي برابر است باn، پس تعداد زير مجموعه هاي يک مجموعه ي =2

= X فرض کنيد .مثال  {1, 2, …, n} . تعداد زير مجموعه هايk عضوي X که شامل هيچ دو عضو 

  .متوالي نباشند را بيابيد



ي نيستند و تعداد زيـر مجموعـه    که شامل هيچ دو عضو متوالX تاي k بين زير مجموعه هاي    .حل

= Y عضوي مجموعه ي kهاي   {1, 2, …, n – k +   . يک تناظر يک به يک برقرار مي کنيم{1 

}فرض کنيد  }kaaaA ,...,,  باشد که شامل هيچ دو عضو متوالي X عضوي k يک زير مجموعه     =21

kaaaبدون کاسته شدن از کليت مسئله مي توان فرض کرد         . نباشد <<< ي چـون هـيچ دو        21... ، ولـ

121 : متوالي نيستند بنابراين داريمAعنصري در  −< aa،132 −< aa ، ...11و −<− kk aa .در نتيجه:  

11...211 321 +−≤+−<<−<−<≤ knkaaaa k  

  :حال اگر قرار دهيم

1,...,1, 2211 +−=−== kababab kk  

} عضوي مانند  kک مجموعه ي    ، ي Aبه ازاي هر مجموعه اي مانند        } YbbbB k ⊂= ,...,,  وجـود   21

 kبنابراين يک تناظر يک به يک بين زير مجموعه هاي مورد نظـر و زيـر مجموعـه هـاي      . دارد و بالعکس  

 kپس تعداد زير مجموعه هاي مورد نظر برابر است بـا تعـداد زيـر مجموعـه هـاي        .  وجود دارد  Yعضوي  

، يعني برابر است با Yعضوي 






 +−
k
kn 1.  

 در يک مسابقه ي تير اندازي، نه گوي در يک ستون دو تايي، يک ستون سـه تـايي و يـک          .مثال

يک تيرانداز ماهر مي خواهد با روش زير هر نه گوي را    . ستون چهار تايي مانند شکل زير آويزان شده اند        

  :بشکند

 . بشکندابتدا او يک ستون را انتخاب مي کند تا هدفي از آن را •

 .سپس او پايين ترين گويي را که قبلاً نشکسته است، هدف قرار مي دهد •

  .اگر هيچ کدام از تيرهاي اين تيرانداز خطا نرود، او به چند طريق مي تواند هر نه گوي را بشکند



 
 

.  را نسبت مـي دهـيم  C و به ستون سوم حرف    B، به ستون دوم حرف      A به ستون اول حرف      .حل

ه  . انداز ستوني را براي هدف گيري انتخاب کرد، حرف متناظر با آن ستون را مي نويـسيم    هرگاه اين تير   بـ

اين ترتيب يک تناظر يک بـه يـک بـين تعـداد راه هـاي تيرانـدازي و تعـداد جايگـشت هـا کلمـه ي             

AABBBBCCC9پس تعداد راه هاي تيراندازي برابر است با.  برقرار مي شود!
2!4!3!

.  

ه     n * m يک مستطيل    .6مثال    مربـع واحـد   mn را با رسم خط هايي موازي عـرض و طـول آن بـ

  .تقسيم کرده ايم

  در شکل حاصل چند مستطيل ديده مي شود؟ .   الف

  در شکل حاصل چند مربع ديده مي شود؟  . ب 

  



 
   .حل

مي دانيم از تقاطع هر دو خط افقي و دو خط عمودي يک و فقط يک مستطيل سـاخته           .   الف

اد مستطيل هاي شکل فوق برابر است با تعداد راه هاي انتخـاب دو   بنابراين تعد . مي شود 

 n خط افقي و m + 1پس طبق اصل تناظر يک به يک چون . خط افقي و دو خط عمودي

+  خط عمودي داريم، تعداد مستطيل هايي که در شکل بالا ديده مي شود برابر اسـت  1 

با






 +







 +
2

1
2

1 nm.  

 در شکل بالا با انتخاب نقطه ي گوشه ي سمت راست بالا (ABCD)مي دانيم که هر مربع      . ب 

.  را مـي شـماريم     kحال تعداد مربع هاي به ضلع       . و طول آن مشخص مي شود     ) Aنقطه  (

+ m – k روي تقاطع هر يک از Aنقطه ي  + n – k خط افقي اول با هر يک از 1   خط 1 

+ m – k) را به Aپس نقطه ي . عمودي اول مي تواند باشد  1)(n – k +  طريـق مـي   (1 

ع هـاي بـه ضـلع      . توان انتخاب کرد   ر اسـت بـا     kپس تعـداد مربـ                   در شـکل فـوق برابـ



(m – k +  1)(n – k + در نتيجه تعداد مربع هاي موجود در شکل فوق برابر اسـت  . (1 

∑با =
+−+−

},min{

1
)1)(1(nm

k
knkm.  

nn جايگشت.مثال xxxx 21221 ... = S از مجموعه −  {1, 2, …, 2n – 1, 2n}اين .  را در نظر بگيريد

nxx داشته باشيم2n – 1 تا 1 بين i است اگر به ازاي حداقل يک Pجايگشت داراي خاصيت  ii =− +1.  

 از تعداد جايگشت هايي کـه ايـن   P، تعداد جايگشت هاي داراي خاصيت nثابت کنيد به ازاي هر   

  .خاصيت را ندارند بيش تر است

= n عنوان مثال اگر به  مجموعـه ي  B و P مجموعـه ي جايگـشت هـاي بـدون خاصـيت      A و 2 

  : باشد، داريمPجايگشت هاي داراي خاصيت 

A =  {1234, 1432, 2143, 2341, 3214, 3412, 4123, 4321} 

,31 24, 13 24, 4312, 4132, 3421, 42 13, 24 13, 3241 {=B  

}2314, 31 42, 13 42, 2134, 1423, 1243, 42 31, 24 31          

= 16واضح است که   |B| >  |A|  =  8.  

= n  حالت .حل  مجموعـه ي  A (B)فرض کنيد .  باشدn≤2پس فرض مي کنيم. ، بديهي است1 

|B|براي اين که نشان دهيم . باشد) مي باشند( نمي باشند P که داراي خاصيت Sهمه ي جايگشت هاي   

>  |A|نشان دهيم تابع کافي است BAf   . ه يک به يک و غير پوشا است وجود دارد:→

= k)براي سادگي کار، زوج   1, 2, …, n) {k, n +  k}همچنين اگر .  را يک زوج متناظر مي ناميم

+ k, n}زوج   k}در جايگشتي متوالي باشند، آنها را زوج متناظر متوالي مي ناميم .  

nxxxفرض کنيد  221 ...=α    يک عضو A  فرض کنيد . باشدrx   1 عـضو متنـاظرx  باشـد، چـون α 

rrپس.  نيستPداراي خاصيت  23   :حال تعريف مي کنيم. ≥≥



2 3 1 1 2 1 2( ) ... ...r r nf x x x x x x xα − += 

}واضح اسـت کـه    .  قرار مي دهد   rxيقاً قبل از   را دق  f، 1xتابع   }21, xx     تنهـا زوج متنـاظر مـاولي 

= 4132به عنوان مثال، . ( استαf)(در  )4321(f 3241 و =  )3412(f (.واضح است کهBf ∈)(α و f 

  . مي باشدB به Aيک تابع از 

  فرض کنيد.  يک به يک استfنشان مي دهيم که حال 

1 2 2

1 2 2

...

...

n

n

x x x

y y y

α

β

=

=
 

nsr باشند، به طوري کـه 1y زوج متناظر  sy و 1x زوج متناظر  rx  باشند که   Aدو عضو    2,3 ≤≤ .

)()(فرض کنيد  βα ff =  

2 3 1 1 1 2 2 3 1 1 1 2... ... ... ...r r r n s s s nx x x x x x x y y y y y y y− + − += 

}واضح است که }( ) { }211 ,, xxyy sتنها زوج متناظر متوالي )())(( αβ ffدر نتيجـه  .  هستندr 

=  s،11 yx =، sr yx = iپس به ازاي هر . =  1, 2, …, 2n، ii yx βαتيجهدر ن. =  يک تابع يک f و =

  .به يک است

 است که دقيقاً يک زوج متناظر متوالي P مجموعه ي تمام جايگشت هاي داراي خاصيت      f(A)ولي  

BAfدر نتيجه . دارند BAf و )(⊃ .  مـي باشـد  B به A يک تابع يک به يک و غير پوشا از       fپس  . )(≠

  . حکم ثابت شدپس

= S مجموعه ي .مثال  S عـضوي  31يک زير مجموعـه ي  .  را در نظر بگيريد{1990 ,… ,2 ,1} 

 عـضوي   31تعداد زير مجموعه هاي     . خوب ناميده مي شود اگر مجموع اعضايش بر پنج بخش پذير باشد           

  .  را بيابيدSخوب 



iSi فرض کنيد  .حل )4( ≤≤oعضوي 31ه هاي  مجموعه ي تمام زير مجموع S    باشـد کـه بـاقي 

  . ها برقرار استiSثابت مي کنيم يک تناظر يک به يک بين.  استi برابر 5مانده ي آنها بر 

}فرض کنيـد   } SaaaA ⊂= 3121 iSi يـک عـضو    ,,..., )4( ≤≤o  از روي هـر   .  باشـدiSA∈ ،

}مجموعه   }3121 ,...,, bbbB )1990mod()311(1 را به اين شکل مي سـازيم کـه         = +=≤≤ jj abj ،

=+1 باشد،ja>1990يعني اگر  jj ab1990 و اگر=ja،1  باشد=jb .در نتيجه داريم:  

131
531

1

531

1

+≡+≡∑∑
==

iab
j

j
j

j  

iSiه هر عضو  بنابراين تابع يک به يکي داريم که ب        )3( ≤≤o  1، يک عضو+iS      4 و به هـر عـضوS 

  در نتيجه.  را نسبت مي دهدoSيک عضو 

4321 SSSSS ====o .ولي مي دانيم







=++++

5
1990

4321 SSSSSo . پس  









=

5
1990

5
1

oS.  

 oo1 باشد که شامل هيچ زيـر رشـته ي  n تعداد دنباله هاي دودويي به طول        naنيد فرض ک  .مثال

، 11oo يـا oo11 باشد که شـامل هـيچ زيـر رشـته ي         n تعداد دنباله هاي دودويي به طول        nbنباشند و 

n،nnثابت کنيد براي هر عدد طبيعي . اشندنب ab 21 =+.  

nxxx به هـر دنبالـه ي دودويـي   .حل ه طـول     n بـه طـول   21... + n، دو دنبالـه ي دودويـي بـ  1 

nyyyمانند ...1o   و nzzz ...1oبه اين شکل نسبت مي دهيم که ،oo =y،1=oz،2mod)( 1 iii xyy += − 

)1()(و   1 iii xzzni +=≤≤ واضح است که اين يک تناظر يک به يک بين دنباله هاي دودويي به طول . −

n و دنباله هاي دودويي به طول n + الا  . است، مي باشد) يک( که جمله ي اول آنها صفر 1  اگر به تناظر بـ



)( و ix باقي مانده ي تقسيم    نگاه کنيم مي بينيم که     11 iiii zzyy ++ در نتيجـه   .  بر دو يکـسان اسـت      −−

 نمي باشـد بـه يـک    oo1 را که شامل زير رشته يnتناظر يک به يک فوق هر دنباله ي دودويي به طول          

+ nدنباله ي دودويي به طول   نمي باشد و جمله ي اول آنها oo11 يا11oo که شامل هيچ زير رشته ي1 

+ nپس به ازاي هر دنباله ي دودويي به طول . است، متناظر مي کند) يک(صفر   که شامل زيـر رشـته   1 

nnدر نتيجه .  نمي باشد وجود داردoo11 يا11ooي ab 21 =+.  

 را پيدا کنيد که حاصل ضرب عناصر هر         -1 و   1 با درايه هاي     n * mتعداد ماتريس هاي    . 10مثال  

  .ادعاي خود را ثابت کنيد.  شود-1 و حاصل ضرب عناصر هر ستون آن نيز برابر با -1سطر آن برابر 

nm اگر چنين ماتريسي وجود داشته باشد بايد       .اثبات
2
زيرا از يک طـرف حاصـل ضـرب        . شد با ≡

 −)m)1تمام درايه هاي اين ماتريس برابر است با حاصل ضرب حاصل ضرب درايه هاي سطرهاي آن يعني      

پس بايـد  . −)n)1و از طرف ديگر برابر است با حاصل ضرب حاصل ضرب درايه هاي ستون هاي آن يعني              

nmداشته باشيم    )1()1( 2)1)(1( داراي زوجيت يکساني باشند، دقيقاً     n و   m يعني   −=− −− nm     مـاتريس بـا 

 n)براي اين کار نشان مي دهيم که يک تناظر يک به يک بين تعداد ماتريس هاي . شرط فوق وجود دارد

– 1) * (m – 1) و اين گونه ماتريس ها وجود دارد-1 و 1 با درايه هاي .  

سطر (حال با سطر .  را در نظر بگيريد-1 و 1 دلخواه با درايه هاي (m – 1) * (n – 1)تريسيک ما

m ستون  (و يک ستون    )  امn حاصل ضرب عناصر سطر   . به آن اضافه مي کنيم    )  امi   ام مـاتريس اوليـه را 

 و حاصل ضرب تمام عناصر ماتريس اوليـه را          jc ام ماتريس اوليه را با     j و حاصل ضرب عناصر ستون       irبا

  با

121121 ...... −− ×××=×××= mn rrrcccA  



. به شکل زيـر سـاخته مـي شـوند         درايه هاي سطر و ستون آخر ماتريس جديد         . نشان مي دهيم  

AA برابر است با(m, j)ي  درايه nm )1()1( واضح است که اين تناظر يک به يک و پوشا مي ) چرا؟. (−=−

2)1)(1(بنابراين تعداد ماتريس هاي مورد نظر برابر است با. دباش −− mn.  

 


