
  :افرازهاي يك عدد

كه اگر بـه   باشد هاي يكسان غيرتهي مي افراز يك عدد صحيح به معني تقسيم اشياء يكسان در ظرف

  .رسيم جاي اشياي يكسان، اشياء را متفاوت بگيريم به مفهوم مشابه آن يعني افراز يك مجموعه مي

  و اما افراز يك عدد صحيح چيست؟

. نوشتن آن عدد به صورت مجموع اعداد صحيح مثبت است         هاي    افرازهاي يك عدد صحيح مثبت، راه     

  :اند از   عبارت5مثلاً افرازهاي 

 

1 + 1 + 1 + 2                1 + 1 + 3                     1 + 4                     5  

1 + 1 + 1 + 1 + 1                 1+  2  + 2                     2 + 3                     

 تعداد p(n) ؛ به طور كلي فرض كنيم p(5) = 7نويسيم   است، مي7 برابر 5چون تعداد افرازهاي 

وند   را يك جمع2 و 3 بالا هريك از اعداد 3 + 2در افرازي مانند .  را نشان دهدnافرازهاي عدد صحيح مثبت 

وند، يك  وند، دو افراز با سه جمع عوند، دو افراز با دو جم داراي افراز با يك جمع 5بنابراين عدد . گويند مي

  .وند است وند و يك افراز با پنج جمع افراز با چهار جمع

+ x1  وند است، معادلة  داراي دو افراز با سه جمع5در حالي كه   x2 +  x3 =   در مجموعة اعداد 5 

  :اند از صحيح مثبت داراي شش جواب است كه عبارت

  



)2 ، 2 ، 1 ( ،)2 ، 1 ، 2 ( ،)1 ، 2 ، 2 ( ،)3 ، 1 ، 1 ( ،)1 ، 3 ، 1 ( ،)1 ، 1 ، 3(  

 

شود؛ ولي در شمردن تعداد افرازها،  هاي يك معادله، ترتيب در نظر گرفته مي در شمردن تعداد جواب

  .وندها مفهومي ندارد ترتيب جمع

   افرازهانمودارهاي

  : توجه كنيد6به افرازهاي 

 

                                   1  +5                 1 + 1 + 4            1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1                            6 

)                 1(            2  + 4                 1 + 2 + 3                  1 + 1 + 1 + 1 + 2          1 + 1 + 2 + 2 

                                                                3  + 3                              2 + 2 + 2          1 + 1 + 1 + 3          

 

  6بينيم كه تعداد افرازهاي  همچنين مي . p(6) = 11نويسيم   يازده افراز وجود دارد، بنابراين مي

  

  ؛1وند، برابر   جمع6به 

  ؛1وند، برابر   جمع5به 

  ؛2وند، برابر   جمع4به                                 )2(                  

  ؛3وند، برابر   جمع3به 



  ؛3 وند، برابر  جمع2به 

  ؛1وند، برابر   جمع1به 

  .است

 نشان خواهيم qk(n) است با نماد kوندهاي آنها كوچكتر يا مساوي        را كه تعداد جمع    nتعداد افرازهاي   

ــه                      . داد = nازاي  بــ ــت 6  ــي )2(، فهرســ ــشان مــ ــالا نــ ــه ي بــ ــد كــ   :دهــ

)3(         q1(6) =  1 q2(6) =  4        q5(6)=10      q4(6) =  9   q3(6)=7             q6(6) =  11   

.  باشدp(6) همان q6(6)وند افراز شود، انتظار داريم كه  تواند به بيشتر از شش جمع  نمي6چون عدد 

وند است و   جمعnوند يا كمتراز   جمعn است كه داراي n ، به معناي تعداد افرازهاي qn(n)به همين ترتيب 

  بنابراين

)4(                                                        qn(n) =  p(n)   

دهد كه  نشان مي) 1(فهرست . بندي كرد وندها رده توان افرازها را بر حسب اندازة جمع همچنين مي

  ،6تعداد افرازهاي 

   است؛1وند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع6با 

   است،1وند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع5با 

   است،2ند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع4با 

   است،3ند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع3با 

   است،3وند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع2با 



   است،1وند، برابر   به عنوان بزرگترين جمع1با 

 همان طوري كه خواهيم ديد اين امر تصادفي. توجه كنيد) 2(به شباهت اين فهرست با فهرست 

 بزرگتر kوندهاي آن از   تعريف كنيم كه هيچ يك از جمعn را تعداد افرازهايي از pk(n)به علاوه اگر . نيست

  :گيريم كه نباشد، نتيجه مي

)6( p1(6) = 1         p2(6) =  4        p3(6) = 7          p4(6) =  9        p5(6) =  10        p6(6) = 11 

= pk(n)به طور كلي درست است كه  . است) 3(اين فهرست مشابه فهرست   qk(n) .  اكنون توجه خود

  .داريم كه ببينيم چرا اين رابطه برقرار است هاي خاص معطوف مي را به بعضي از حالت

  :اند از وند عبارت  با سه جمع6افرازهاي 

 )7(            2 + 2 + 2              1 + 2 + 3                 1 + 1 + 4  

  :اند از  است عبارت3وند آنها   كه بزرگترين جمع6زهاي افرا

 )8(            3 + 3                   1 + 2 + 3                 1 + 1 + 1 + 3  

تصادفي نيست، از آنچه ) يعني سه) (8(و ) 7(هاي  براي اينكه ببينيم تساوي تعداد افرازهاي فهرست

  : عبارت است از4 + 1 + 1نمودار افراز . كنيم اده مينمودار افرازها ناميده شده است استف

                                                     

. . . ...    

  : به صورت زيرند2 + 2 + 2   و  3 + 2 + 1به همين ترتيب نمودارهاي 



......                

......  

وند  ها، هر سطر براي يك جمع  سطر از نقطهkوند، صرفاً شامل   جمعk با nبنابراين نمودار يك افراز 

وند بعدي  شود، نمايش بزرگترين جمع دهد در بالا ظاهر مي وند را نشان مي است؛ سطري كه  بزرگترين جمع

ها در هر  وندها است، و تعداد نقطه اد جمعتعداد سطرها برابر تعد. شود وقس علي هذا در زير آن ظاهر مي

  . استnها در نمودار يك افراز، مساوي  تعداد كل نقطه. وند است سطر برابر با اندازة هر جمع

  مثلاً. آيد با عوض كردن سطرهاي افقي و عمودي عكس نمودار به دست مي

  

  عكس نمودار                                        نمودار

......                                         

......  

1+1+1+3                                              1+1+4  

    
......                                          

......      

     1+2+3                                               1+2+3    



       
......                                               

......  

          3+3                                              2+2+2  

       

............                                   

............                

  1+1+2+2+4                                             1+1+4+6  

وند را   جمعkاگر نمودار اوليه افرازي با .  استn، مجدداً نمودار يك افراز nعكس نمودار يك افراز 

 نقطه است و kسطر داراي ) بزرگترين(گاه عكس نمودار در اولين  ، آن) سطر باشدkيعني داراي (نشان دهد 

، 6 + 4 + 1 + 1وند، يعني   جمع4 به 12دهد، مثلاً، افراز   را نشان ميkوند  بنابراين افرازي با ماكسيمم جمع

  .نمودار زير را دارد

............  

  و نمودار عكس آن، يعني

............  



بنابراين .  است4وند آن  دهد كه بزرگترين جمع  را نشان مي12 عدد 4 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1افراز 

توان تناظر يك به يكي را كه بين نمودارها و نمودارهاي عكس وجود دارد به عنوان يك تناظر يك به يك  مي

در نتيجه تعداد افرازهاي .  تعبير كردkوند   با بزرگترين جمعnوند و افرازهايي از   جمعk  باnبين افرازهايي از 

n به kوند با تعداد افرازهايي از   جمعnوند آنها مساوي   ماكسيمم جمعkاست، برابر است .  

 nازهايي از وند مساوي با تعداد افر  جمعk، يا … ، 3، يا 2، يا 1 به nبه علاوه چون تعداد افرازهايي از 

  :توان گفت  است، ميk، يا …، 3، يا 2، يا 1وندهاي آن برابر  است كه ماكسيمم جمع

 است كه بزرگترين nوند، برابر با تعداد افرازهايي از   جمعk يا كمتر از k به nتعداد افرازهايي از 

   بزرگتر نيست؛ به صورت نمادي،kوند آنها از  جمع

 )9(                                                        qk(n) =  pk(n)   

= nاين نتيجه براي حالت خاص    .تشريح شده است) 6(و ) 3(هاي  هايي از معادله  در فهرست6 

  :تعداد افرازها

وند هستند با   جمعk يا كمتر از k را كه داراي n ، و تعداد افرازهايي از p(n) را با nتعداد افرازهاي 

qk(n)افرازهايي از  و تعداد nوندي بزرگتر از   را كه جمعk ندارند با pk(n)روابطي كه تا حال به .  نشان داديم

  اند از اند عبارت دست آمده

 )10(                                  pk(n) =  qk(n)   و    p(n) =  qn(n) = pn(n)  

  :كنيم ميبراي محاسبه مقادير عددي اين افرازها، نتيجة ديگري را ثابت 



 )11(                                        Pk(n) =  pk – 1(n) +  pk(n – k)   

> 1 كه در k و nبراي اثبات اين رابطه به ازاي اعداد صحيح   k < nكنند،   صدق ميpk(n) يعني ، 

  :كنيم  ندارند به دو نوع تقسيم ميkوندي بزرگتر از   را كه جمعnافرازهايي از 

   هستند؛kوند   داراي جمعآنهايي كه .الف

  . را ندارندkوند  آنهايي كه جمع  .ب 

 k – 1وندي بزرگتر از   هستند كه جمعn  افراز از pk - 1(n)دقيقاً ) ب(بينيم كه افرازهاي نوع  ابتدا مي

شود،  ظاهر مي) الف( حداقل يك بار در هر افراز از نوع kوند  كنيم كه چون جمع سپس توجه مي. ندارند

اگر اين عمل را انجام دهيم، افرازهاي حاصل دقيقاً .  را برداشتkوند   هر يك از افرازها يك جمعتوان از مي

  . استpk(n – k) نيستند، و تعداد آنها برابر kوندهايي هستند كه بزرگتر از   به جمعn – kافرازهاي 

  . ثابت شده استk < n > 1، با شرط k و nبه ازاي اعداد صحيح ) 11(بنابراين 

= nاي روشن شدن اين استدلال، حالت بر = k  و 6  ) 11(گيريم، به قسمي كه فرمول   را در نظر مي4 

. اند بخش قبل فهرست شده) 1( ذر 6تمام افرازهاي عدد . آيد   در ميp4(6) = p3(6) + p4(2)به صورت  

) الف(اين نه افراز به نوع .  p4(6) = 9بنابراين .  ندارند4وندي بزرگتر از   داراي نه افراز است كه جمع6عدد 

  :شوند  نيستند، تقسيم مي4وند  آنهايي كه داراي جمع) ب( هستند، و نوع 4وند  آنهايي كه داراي جمع

  

   )الف( نوع                    )ب(نوع 

             1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1                                         1 + 1 + 4  



                  1 + 1 + 1 + 1 + 2                                              2 + 4  

                       1 + 1 + 1 + 3  

                            1 + 2 + 3  

                           2 + 2 + 2  

                                 3 + 3  

  

 ندارند؛ تعداد اينها برابر 3وندي بزرگتر از   هستند كه جمع6از تمام افرازهايي ) ب(افرازهاي نوع 

p3(6)آيند  به دست مي2 و 1 + 1برداريم، افرازهاي ) الف( را از هر افراز نوع 4وند  وقتي كه جمع.  است .

   است، زيراp4(2)تعداد اينها برابر 

p4(2) =  p2(2) = p(2) = 2   

> 1 كه در رابطة n و kبراي اعداد صحيح مثبت ) 11(فرمول   k <  nبراي . كنند معتبر است  صدق مي

= kابتدا به ازاي .  به مشاهداتي اضافي احتياج داريمpk(n)تشكيل جدولي از مقادير    :كنيم كه   توجه مي1 

= n  ،p1(n)≤1                                      به ازاي تمام مقادير   )12(  1  

 وجود ندارد كه nبعلاوه، افرازي براي .  ندارد1وندي بزرگتر از   وجود دارد كه جمعnها يك افراز نزيرا ت

   داشته باشد، بنابراينnوندي بزرگتر از  جمع

)                                    اگر  )13( ) ( ) nknpnp nk ≥= ,  

  دهد كه  ، رابطة بالا نتيجه ميn = 1در حالت 



1 =  p1(1) = p2(1) = p3(1) =  …  

   است و بنابراينnوند   وجود دارد كه داراي جمعnهمچنين تنها يك افراز براي 

)14(                                                     pn(n) =  1 +  pn – 1(n)   

 براي شروع، به دليل. اي است  مطلب سادهpk(n)با استفاده از اين نتايج، تشكيل جدول مقادير 

گاه شايد  آن. ها را در اولين سطر افقي و اولين ستون عمودي قرار داديك توان  مي) 13(و ) 12(هاي  فرمول

    به ازايp2(n)، مقادير ) 14(و ) 13(، ) 11(هاي  براي ادامة عمل، بهترين راه اين باشد كه با استفاده از فرمول

 n = = n به ازاي p3(n) ، سپس … , 4 , 3 , 2  = n به ازاي p4(n)  و سپس … , 4 , 3 , 2   2 , 3 , 4 

  . ، و غيره را در جدول قرار دهيم… ,

  

   pk(n)جدول مقادير 

k 

= 7 

k 

= 6  

k 

= 5  

k 

= 4  

k 

= 3  

k 

= 2  

k 

= 1  
  

1  1  1  1  1  1  1  n = 1  

2  2  2  2  2  2  1  n = 2  

3  3  3  3  3  2  1  n = 3  

5  5  5  5  4  3  1  n = 4  

7  7  7  6  5  3  1  n = 5  

11  11  10  9  7  4  1  n = 6  

15  14  13  11  8  4  1  n = 7  
  

 


