
  م اصل شمول و عدم شمول يتعم )2 (رابطه

 ين تعـداد اعـضا  يـي  تعيم که چگونه از اصل شمول و عدم شـمول بـرا  ياد گرفتيدر قسمت قبل   

)( 21 pcccN L  ،از يي تعداد عنصرها  يعني Sک از يچ ي که در هp  1 شـرطc ،2c ،... ،pc  ـ   يصـدق نم

 شـرط  p شـرط از    mقا  ي باشد که در دق    S از   يي تعداد عنصرها  mEد  يحال فرض کن  . ميکنند، استفاده کن  

  . ميابي بmE محاسبه ي برايم فرمولي خواهيم.  کننديصدق م

)1(ا و   ي از اش  ي مجموعه ا  Sد  ي فرض کن  .1ه  يقض pi  mE باشـند،    S ي اعـضا  ي رو يطيرا ش ≥≥

  : برابر است با.)  کننديط صدق مين شراي تا از اmقا ي که در دقS از ييتعداد عضوها(
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Sxد ي فرض کن.اثبات   : ميري گير را در نظر مي، سه حالت ز∋

ک از جمـلات  ی ـ در محاسبه هـر  xن حالت سهم یدر ا.  کند شرط صدقm در کمتر از x که   یوقت •

mE  ،mS  ،1+mS   و  ... ، وpS ن معادلـه شـمرده   یک از طـرف یچ ین، در هی است و بنابرا0 برابر

  .  شودینم

 شـمرده  mSکبـار در  ی و  mEکبار در   ی xن حالت   یدر ا .  شرط صدق کند   mقا  ی در دق  x که   یوقت •

 ـ در هـر  xجـه  یدرنت.  شـود ی شمرده نمpSو  ... ،  mS  ،2+mS+1 در جملات    ی شود ول  یم ک از ی

  .  شودیکبار شمرده مین معادله بالا یطرف



pqm( در شرط    x که   یوقت •  یول.  شودی شمرده نم  mE در   xن حالت   یدر ا . صدق کند ) >≥
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   در طرف راست معادله، xپس .  شودی شمرده نمpSو ... ، qS ،2+qS+1ک از جملات یچ یه
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 ـ ياز طرف . دي آ يحساب م بار به     ـ ي م م  ي دان
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  . بار به حساب آمده است

  . جه حکم ثابت شدينتدر. ک اندازه سهم داردي به ي در هر دو طرف تساوxپس 



 شـرط مفـروض   pشرط از   mباشد که در حداقل      S از   يي تعداد عنصرها  mLد  ي فرض کن  .2ه  يقض

  : مين صورت داري کنند، در ايصدق م
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  .ن به عهده خوانندهي تمرن  اثبات به عنوا.اثبات

  

= S تعداد اعضاي .مثال   : را بيابيد که{1000 ,… ,2 ,1} 

  . بخش پذير نباشند5 و 3، 2بر هيچ کدام از اعداد  .   الف

  . بخش پذير باشند5 و 3، 2دقيقاً بر يکي از اعداد   . ب 

  . بخش پذير باشند5 و 3، 2دقيقاً بر دو تا از اعداد   . ج 

  . بخش پذير باشند5 و 3، 2بر تمام اعداد   . د 

= i (iبر  Sاي  شرط بخش پذيري اعضic فرض کنيد.حل ه     .  باشد(5 ,3 ,2  قـسمت الـف تـا د بـ

   ديديم که قبليهادر مثال .  را مي خواهند3E وoE ،1E،2Eترتيب مقدار
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پاکت تايپ کرده است و هر نامه        nآدرس هاي مربوط به هر يک را روي         نامه و    n يک منشي    .مثال

ه      . را در يک پاکت قرار مي دهد  اين منشي به چند طريق مي تواند هـيچ نامـه اي را در پاکـت مربـوط بـ

  خودش قرار ندهد؟

ن بنـابراي . شماره گذاري مي کنيم n تا 1 نامه ها و پاکت هاي آن ها را به ترتيب با شماره هاي       .حل

 نامـه ي شـماره      ،iفرض کنيد در پاکت شماره ي       . مي باشد  iمربوط به پاکت شماره ي       iنامه ي شماره ي     

niرا مي خواهيم که به ازاي هر n تا 1پس ما تعداد جايگشت هاي  .  قرار بگيرد  iPي ≤≤1،iPi حال . ≠

iPi مـــي باشـــد اگـــرicداراي شـــرط Pمـــي گوييـــک جايگـــشت  واضـــح اســـت .  باشـــد=
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  : داريم!nو با فاکتور گيري از 
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 تا 1 که هيچ عددي در جاي خودش قرار نگيرد يک پريش از اعداد n تا 1به هر جايگشت از اعداد 

nمي توانيد ثابت کنيد به ازاي 1با استفاده از رابطه ي .  مي گوييم nهاي بزرگ :
en

Dn 1
!
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} فرض کنيد  .مثال }nBn } و =2,1,,... }mBm mnتعداد توابع پوشاي  . =2,1,,... BBf  را  :→

  .بيابيد

mn مي گوييم تابع.حل BBf = i) است ic داراي شرط:→  1, …, m) اگر برد تابع f  شـامل i 

  :در اين صورت به وضوح داريم. نباشد
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   برابر است باmB بهnBطبق اصل شمول و عدم شمول تعداد توابع پوشا ازبنابراين 
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nn جايگشت .مثال xxxx 21221 ... } از مجموعه ي   − }nnS 2,12...,,2,1 اين .  را در نظر بگيريد    =−

121زاي حداقل يک   است اگر به ا    Pجايگشت داراي خاصيت     −≤≤ ni   داشته باشـيم nxx ii =− +1 .

 از تعداد جايگشت هايي که اين خاصيت        P، تعداد جايگشت هاي داراي خاصيت       nثابت کنيد به ازاي هر      

  .را ندارند بيشتر است

 ـ . له را با استفاده از تناظر يک به يک حل کرديم  ا، اين مس  قبلا .حل صد داريـم بـا   در اين فـصل ق

  .له بيابيمااستفاده از اصل شمول و عدم شمول راه حل ديگري براي مس



}فرض کنيد  } kAnk )...,,2,1( باشد کـه در     S مجموعه ي همه ي جايگشت هاي مجموعه ي          ∋

+ nو  kآنها زوج متناظر   k پس. متوالي هستندU
n
k kAA 1=

مـه ي جايگـشت هـاي    ، مجموعـه ي ه =

  طبق اصل شمول و عدم شمول. مي باشند Pاست که داراي خاصيت  Sمجموعه 
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  :با توجه به اين که اين سري يک سري نزولي است، در نتيجه
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بيشتر  Sاز نصف تعداد کل جايگشت هاي مجموعه ي          Pپس تعداد جايگشت هاي داراي خاصيت       

بيـشتر   Pاز تعداد جايگشت هاي بدون خاصـيت         Pدر نتيجه تعداد جايگشت هاي داراي خاصيت        . است

  .است

632.1هاي بزرگ، nد به ازاي با استفاده از کل سري مي توانيد ثابت کني
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 را بيابيد که شامل هـيچ دو عـضو متـوالي    {n ,… ,2 ,1} عضوي k تعداد زير مجموعه هاي .مثال

> 1عدد ( .دوري نباشند  i <  n با اعداد i – 1 و i +  هـم متـوالي   n و 1همچنين .  متوالي دوري است1 

  .)دوري حساب مي شوند



ه  . مي باشند i عضوي باشد که شامل k برابر تعداد زير مجموعه هاي مطلوب     iα فرض کنيد  .حل بـ

nαααدليل تقارن  ===   . را مي شماريم1αپس. 21...

     ا اسـت، طبـق فـرض مـس    “1” عضوي باشد که داراي عنـصر    k يک زير مجموعه ي مطلوب       Bاگر  

ر   دانيم.م ي کنيبررس  عضو باقي مانده را k – 1حال بايد . Bn∉,2له يم تعداد اين زير مجموعه ها برابـ

  در نتيجه.  عضويn – k -1 عضوي يک مجموعه ي k – 1است با تعداد زير مجموعه هاي 
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  : عضوي برابر است باkدر نتيجه تعداد مجموعه هاي مطلوب 
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∑بار در عبارت kدقت کنيد که چون هر مجموعه  =
n
i i1αشمرده شده است ∑ =
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i ik k
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< n) زوج n به چند طريق .مثال  مي توانند دور يک ميز گرد بنشينند به طوري کـه زن هـا و   (1 

   باشد؟نشستهنمردها يک در ميان بنشينند و هيچ مردي کنار همسر خود 

 طريـق دور ميـز   !(n – 1)ابتدا زن ها به .  باشدiM و همسر ويiW امiفرض کنيد زن زوج  .حل

ــشينند ــي ن ــب  . م ــه ترتي ــا ب ــد زن ه ــرض کني nWWWف ,...,, ــند21 ــسته باش ــي .  نش ــال ويژگ ح

nPPPهاي 221   يک حالت نشستن. رت تعريف مي کنيم را به اين صو,,...,

12داراي ويژگي • −iPاست ⇔iMسمت راست iWنشسته باشد . 

 . نشسته باشدiW سمت چپiM⇔ استiP2داراي ويژگي •



 نمي توانند هم زمـان اتفـاق افتـاده باشـند، پـس اگـر تعريـف          iP+1 و iPژگيواضح است که وي   

112:کنــيم PP n ==o:  داريــم+= + )()2...,,2,1( 1ii PPNni .همچنــين اگــرo=)...(
21 kiii PPPN 

}باشد، آنگاه زير مجموعه ي  }kiii ,...,,   همچنين. عضو متوالي دور دايره است شامل دو 21
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 kم که بايـد      جا داري  2nبنابراين  . زيرا هر مردي مي تواند سمت راست يا چپ همسر خود بنشيند           

 مردي که کنار همسران خود مي نشينند انتخاب کنيم به طوري کـه هـيچ دو جـايي                   kجاي آنها را براي     

له ي قبل اين کار را به     اطبق مس . متوالي دوري نباشند  
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n  طريق مي توانيم انجـام دهـيم  .

ند به صورت يکتا تعيين مي شوند و بقيه ي         جا، مردهايي هم که بايد در اين جاها بنشين         kحال با انتخاب    

  . طريق در جاهاي باقي مانده مي توانند بنشينند!(n – k)مردها هم به 

  بنابراين
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