
  اصل لانة كبوتري

  :شود به شكل زير است ها نيز ناميده مي ترين صورت از اصل لانه كبوتري كه اصل حجره ساده

+ nاگر   جعبه توزيع شوند آنگاه حداقل يك جعبه شامل بيش از يك المـاس  nقطعه الماس درون  1 

  .است

+ n: گردد كه البته اين اصل به اين صورت نيز بيان مي  لانـه بنـشينند   nاهنـد در  خو  كبوتر كه مي1 

  .آنگاه حداقل يك لانه شامل بيش از يك كبوتر خواهد بود

در نظرية اعـداد مـورد اسـتفاده    ) 1805 – 1895(اتي ساده اولين بار توسط ديريكله ياين اصل تركيب 

همي به اين اصل بسيار ساده برخلاف انتظار، كابردهاي بسياري دارد و با استفاده از آن قضاياي م               . قرار گرفت 

  .رسند اثبات مي

اعـداد  «امـروزه مبحـث   . هاي وسيعي از اين اصل ارائه كرد فرانك رمزي يكي از كساني بود كه تعميم    

ات است و بد نيست بدانيد كه پيشرفت در اين شاخه به كنـدي  يهاي مهم در علم تركيب    يكي از بخش  » رمزي

  .شوند گيرد و مسائل مبارزه طلب هر روز در آن بيشتر مي صورت مي

اغلب فهميدن اين موضوع كه دركجا بايد از اصل لانه كبوتري استفاده كرد كـار سـختي نيـست، بـه        

تواند   اين اصل مي  ) و در بعضي موارد نامتناهي    (هاي متناهي     عنوان مثال در مسائل وجودي مربوط به مجموعه       

  !باشد مي) اه حجره(ها  ها و جعبه كار مشكل در اين بين پيداكردن الماس. كارساز باشد

  .براي آشنايي بد نيست به چند مسئله بدون حل در اين موارد توجه كنيد



  .در بين سه نفر حتماً دونفر با يك جنسيت وجود دارند .1

  .اند  نفر حتماً دو نفر هستند كه در يك ماه متولد شده13در بين  .2

ان بـيش از    پايتخت كشورمان اير  .  تار مو در سر خود ندارند      300000هيچ شخصي بيشتر از      .3

توانيد با اطمينان بگوييد كه دو نفر در اين شهر هستند كه   نفر جمعيت دارد، آيا مي    300000

  تعداد موهاي سرشان برابر است؟

  .اند دانيد كه مطمئن باشيد كه دو نفر آنها در يك روز هفته متولد شده چند نفر لازم مي .4

+ qsاگر  .5  آنگاه حداقل يك جعبه شامل بـيش  . جعبه به دلخواه توزيع شوندs الماس درون 1 

  . الماس استqاز 

نشان دهيد . كند  قرار دارد به طوري كه از رئوس مثلث عبور نمي    ABC در صفحة مثلث     lخط   .6

  . را قطع كند تواند تمام اضلاع مثلث  نميlخط 

اين صفحه حداكثر چند ضلع از . گذرد  يك صفحه از هيچ رأس از يك چهاروجهي منتظم نمي          .7

  كند؟ را قطع ميچهاروجهي 

  . است2الاضلاع به ضلع  يك صفحة هدف به شليك مثلثي متساوي .8

يـا   بار با تير به آن بزنيم دو سوراخ روي آن است كـه فاصـلة آنهـا كمتـر     5نشان دهيد اگر    .الف

  . است1مساوي 

توانـد   ها حـداكثر چقـدر مـي     بار با تير به اين هدف بزنيم كمترين فاصلة بين سوراخ    17اگر    .ب 

  بزرگ باشد؟



دورة تناوب نمايش اعشاري كسر  .9
b
a كه a و b حـداكثر برابـر   .  نسبت به هم اولنـد(b – 1) 

  .است

 b و  aتوان دو تا از آنهـا ماننـد           يازده عدد اعشاري با نمايش نامتناهي داريم، نشان دهيدمي         .10

baپيدا كرد به طوري كه نمايش     . نامتناهي صفر داشته باشد متناهي باشد يا−

 عدد دورقمي متمايز داريم، نشان دهيد دو تا از آنها موجودند به طوري كـه تفاضلـشان                   12 .11

  . استaaعددي به شكل 

+ aكدام از اعداد  اگر هيچ .12  (n – 1) d , … , a +  d , a بر nپذير نباشند آنگـاه    بخشd و n 

  ).م آنها يك است. م . يعني ب (نسبت به هم اولند 

  .دهند تر از اصل لانه كبوتري را نشان مي اي كابردهاي خاص هاي بعد پاره مثال

نشان دهيد در بين آنهـا دو نفـر وجـود دارنـد كـه تعـداد                .  نفر  در يك اتاق حاضر هستند       n  .مثال

  .دوستانشان در اين اتاق برابر است

ك نفر را درون جعبة شـمارة نـه   اسم ي. گيريم  در نظر ميn – 1 , … 1 , 0هاي  با شمارهجعبه  n .حل

 جعبـه داريـم،   n نفـر و  nبنـابراين   .دهيم اگر او در بين افراد حاضر در اتاق نه دوست داشته باشـد           قرار مي 

 نفر دوست باشـد  n – 1توانند پرباشند زيرا اگر شخصي باشد كه با   همزمان نميn – 1 و 0هاي شمارة  جعبه

. دوست باشد ديگر شخصي با تعداد صفر دوست در اتاق وجود نـدارد ) غير از خودش(يعني با همة افراد اتاق   

. اند، پس يك جعبه موجود است به طوري كه شامل حداقل دو نفر است  جعبه قرار گرفتهn – 1 نفر در nپس 



  .پس دو نفر وجود دارند كه تعداد دوستانشان با هم برابر است

خواهد در هر  براي يك مسابقه مهم آماده كند او مي روز فرصت دارد تا خود را      77باز     يك تنيس  .مثال

 بـازي تمرينـي انجـام    132بار به طور تمريني با دوستش بازي كند ولي در طول اين مدت دقيقاً         روز اقلاً يك  

 بـازي  21اي از روزهاي متوالي وجود دارند كه طي آنهـا دقيقـاً         نشان دهيد با اين فرضيات حتماً دنباله      . دهد

  .تانجام داده اس

  در اين صورت.  ام انجام داده استiهايي باشد كه تا روز   تعداد بازيa1 فرض كنيد .حل

1321 771 ≤<<≤ aa L  

  در نتيجه 

15321212122 7721 ≤+<<+<+≤ aaa L  

+ an و an , … , a1 عدد 154بنابراين دو عدد از بين   21 , … , a1 + در نتيجه دو انديس .  برابرند21 

< j  (j و iمتمايز،   i) وجود دارند به طوري كه a j =  a i +   پس اين شطرنج باز در طول روزهاي  . 21 

j , … , i +2 , i +1    بازي انجام داده است21روي هم .  

در ايـن صـورت   .  عدد صـحيح نـه لزومـاً نامـساوي باشـند     an , … , a2 , a1 ، n فرض كنيد  .مثال

  .پذير است  بخشnيش بر اي از اين اعداد وجود دارد كه مجموع اعضا زيرمجموعه

   عدد صحيح را در نظر بگيريدn .حل

s1 =  a1 , s2 =  a1 + a2 +  …   ,    sn =  a1 + a2 +  … +  an  

هاي  طور نباشد و باقيمانده پذير باشد حكم مسأله ثابت شده، فرض كنيد اين  بخشnها بر siاگر يكي از 



n عدد صحيح فوق به هنگ nهاي آنهـا در تقـسيم بـر     ندهچون براي باقيما.  متفاوت باشدn ،n – 1  امكـان 

> p)مختلف وجود دارد، دو تا از اين اعداد مانند    q) sq , sp وجود دارند كه باقيماندة آنها به هنگ n  برابـر 

  .پذير است  بخشnاست، بنابراين تفاضل زير بر 

sq – sp =  ap + 1 + … + aq  

 شده است، نشان دهيد از ميان اعداد انتخاب شـده   انتخاب{2n , … , 2 , 1} عدد از (n + 1) .مثال

  .پذير است يكي بر ديگري بخش

+ n فرض كنيد .حل i باشـند، آنهـا را بـه شـكل     an +1 , … , a2 , a1 عدد مفـروض  1 
k

i ba i2= 

+ bn + 1 , … , b2 , b1 ، nدر اين صورت  .  عددي فرد باشدbiنويسيم كه  مي  1 كه بين باشند  عدد فرد مي1 

 برابرند، بنابراين bq و bp ها مانند bi عدد فرد بيشتر نداريم پس دوتا از        n قرار دارند و چون در اين بازه         2nو  

  .پذير است  يكي بر ديگري بخشaq و apاز دو عدد 

a, فرض كنيد  .مثال  b  ـx , yدر اين صورت .  دو عدد نسبت به هم اول باشند ∋  Nق بـه   اي متعل

= ax – byوجود دارند به طوري كه   1.   

 bكـدام از ايـن اعـداد طبـق فـرض بـر         را در نظر بگيريد، هيچa , … , 2a , a (b – 1) اعداد .حل

پـذير باشـد     بخـش b و aپذير باشد چون   بخشb بر i aپذير نيستند، زيرا اگر يكي از اين اعداد مانند  بخش

 است b – 1 و 1 عددي بين iپذير است اما   بخشb بر iشود  ند، نتيجه ميباش  نسبت به هم اول ميb و aچون 

 در نظـر بگيـريم،   b عدد را در تقـسيم بـر   b – 1بنابراين اگر باقيماندة اين . و چنين چيزي غيرممكن است

 paلاً  عدد باقيماندة يكسان ندارند زيرا اگر مثb – 1از طرفي هيچ كدام از اين . شود باقيماندة صفر ظاهر نمي



< p)و   q) qaشود   باقيماندة يكسان داشته باشند نتيجه ميpq – qa بر bپذير است يعنـي    بخشa(p – q) 

   شـود  باشند نتيجه مـي   نسبت به هم اول ميb و aپذير است و چون   بخشb و aپذير است و چون        بخش bبر  

p – q بر bپذير است ولي اين عدد از   بخشbممكن نيست كمتر است و چنين چيزي .  

 {b -1 , … , 2 , 1} با مجموعـة  b در تقسيم بر  a , …, 2a , a (b – 1)هاي  پس مجموعة باقيمانده

 b بر xa–1 باقيمانده برابر يك دارد يعني b وجود دارد كه در تقسيم بر        xaبرابر است، در نتيجه عددي مانند       

= xa –1پذير استو اين يعني  بخش  by  يا  ax –by =  1.   

+ m . nاگر : تعميم اصل لانة كبوتري به اين صورت است كه  لانـه بنـشينند   n  كبوتر بخواهند در  1 

  . كبوتر خواهد نشستm + 1لااقل در يك لانه لااقل 

نـشان دهيـد   . ايـم   را به ترتيبي دلخواه در يك سطر نوشته     101 تا   1 اعداد   )اردوش و زكريس   (.مثال

صـعودي يـا   (رهم زدن ترتيبشان در نظر گرفت به طوري كه ترتيب آنها يكنوا  تا از آنها را بدون ب  11توان    مي

  .باشد) نزولي

            اگـر . كنـيم آن را اثبـات كنـيم          حال كليتري از اين مثال به شرح زيـر اسـت كـه سـعي مـي                 .حل  

n =  ( p – 1) (q – 1)اي   و دنبالهn اي  توان زير دنبالـه  در اين صورت مي تايي از اعداد صحيح داشته باشيم

 . از آن پيدا كردqهاي نزولي با طول   يا زير دنبالهpصعودي با طول 

mLnm عدد را در نظر بگيريد، فرض كنيد  nدنبالة داده شده از  ,1 دهندة طول بزرگترين  ، نشان≥≥

دهندة طول بزرگترين زير دنبالة   نشانRm و  امين عضو دنباله ختم شده استmزيردنبالة صعودي باشد كه به 

  .امين عضو دنباله باشد mنزولي با شروع از 



nmk دو عدد با اين شرط كه    m و   kكنيم اگر     ادعا مي   باشند آنگاه حتماً يكي از دو رابطـه  1≥≠≥

km RR km يا ≠ LL حال بر حسب اين كه  . m > k  فرض كنيد m < k  يا m > kبا  زيرا . افتد  اتفاق مي≠

> Lk ام دنباله بزرگتر باشد يا كوچكتر، داريم  k ام دنباله از عضو mعضو   Lm يا  Rk >  Rm .  در حالتm < k 

  .شود بنابراين ادعاي گفته شده ثابت مي. نيز اتفاقات مشابهي رخ خواهد داد

كدام از  حال فرض كنيد كه هيچ. اند   متفاوت(Lm , Rm) (m = 1 , 2 , … , n)هاي   بنابراين تمام زوج

 Rm  و p – 1, … , 2 , 1تواند تنها مقادير   ميLmدر اين صورت . دو مورد گفته شده در حكم مسأله رخ ندهد

 مختلـف   جعبـة (q – 1) (p – 1)بنابراين به تعـداد  .   را اختيار كندq – 1 , … , 2 , 1تواند تنها مقادير  مي

= nداريم كه   (p – 1) (q – 1) تا زوج در آنها قرار دارند ولي اين تناقض است زيرا به اين معنا است كه دو تا 

  ).طبق اصل لانه كبوتري( با هم برابرند (Lm , Rm)هاي  از زوج

ظـر  توان دو تا از ايـن نقـاط را در ن            نشان دهيد مي  . اند  اي در صفحه انتخاب شده       نقطة شبكه  5 .مثال

  .اي ديگري موجود باشد خط واصل ميان آن دو، نقطة شبكه گرفت به طوري كه روي پاره

  .باشد ات آنها صحيح ميمختصاي در صفحه نقاطي هستند كه   نقاط شبكه.توضيح

گيـريم، چهـار حالـت بيـشتر       در اينجا الگوي مختصات نقاط صفحه را از نظر زوجيت در نظر مي         .حل

 نقطه داريم طبق 5حال چون ) . فرد و فرد(و ) زوج و فرد(،  ) فرد و زوج  (،  ) زوج و زوج  : (نداريم كه عبارتند از   

= B  و A = (a , b)اصل لانة كبوتري حداقل دو تا از آنها مانند   (c , d)هايشان يكسان است  زوجيت مؤلفه .

   را در نظر بگيريد، داريمL به نام ABنقطة وسط 
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  .اي خواهد بود اي شبكه  نيز نقطهL يكسان است b ،d و  همچنين a ، cت چون زوجي

 با شروع از مرتبة سوم هر جمله رقم يكسان مجموع دو … , 3 , 8 , 5 , 3 , 2 , 1 , 1 در دنبالة  .مثال

  .نشان دهيد دنباله متناوب است و ماكزيمم طول ممكن براي دورة تناوب را بيابيد. اش است جملة قبلي

 هر دو جملة متوالي از دنباله را كه در نظر بگيريد تمامي جملات قبـل و بعـد را بـه طـور يكتـا                           .حل

كنند، بنابراين براي اين كه نشان دهيم دنباله متناوب است كافي است نـشان دهـيم يـك زوج                     مشخص مي 

 جملـة  101.  اسـت )1 و 1(شود و در ضمن اولين زوج تكرار شونده   تكرار مي(a , b)متوالي از جملات مانند 

     كنند، چون زوج را درست مي…  و (1 , 1) , (2 , 1) , (3 , 2) زوج  100اول اين دنباله را در نظر بگيريد آنها 

تعـداد  ) پذير باشند  بخش10شود كه همة جملات دنباله بر  زيرا اين مطلب باعث مي(شوند   تكرار نمي(0 , 0)

 است و در نتيجه طبق اصل لانـة  99 يعني 102 - 1 برابر(a , b)نند هاي ممكن براي يك زوج متوالي ما حالت

  . است99شود و در نتيجه دورة تناوب حداكثر   زوج اول حداقل يك زوج تكرار مي100كبوتري در بين 

  شود  دنبالة فيبوناتچي به شكل زير تعريف مي.مثال

a1 = a2 =  1               ,            an + 1 =  an + an – 1 , n >  1  

  .شود  تا صفر ختم ميnشود كه به   عددي از دنبالة فيبوناتچي يافت ميnنشان دهيد به ازاي هر 

                        پـذير باشـد يعنـي     بخـش 10n بـر  apشـود اگـر و تنهـا اگـر       صـفر خـتم مـي   n بـه    ap جملة   .حل

ap =  0 (mod 10)n 10 بنابراين بايد دنبالة فيبوناتچي را به هنگn  در نظر بگيريم و نشان دهيم كه در بـين 



+ 102n. شود ها ظاهر مي باقيمانده با .  را در نظر بگيريدa3 , a2 , a1 , … جملة اول دنبالة فيبوناتچي يعني 1 

a را درست كرد كه اگر قرار باشد هيچ (a1 , a2) , (a2 , a3) , … جفت 103nتوان  استفاده از آنها مي i  اي بـر 

10n10ها به هنگ   در ميان اين جفت(0 , 0 ) نباشد زوج پذير  بخشnنظـر از زوج  اما صـرف . شود  ظاهر نمي     

بنابراين يك جفت تكرار .  امكان براي زوج ها وجود دارد10n ، 102n – 1از لحاظ باقيمانده به هنگ  (0 , 0 )

، اولين جفت كمـه  8نند مثال هما.  است102n – 1 حداكثر 10nپس طول دوره تناوب دنباله به هنگ . شود مي

  به شكل زيراست ، ) 1 ، 1 (       شود تكرار مي

1,1, 2,3, , ,1,1,p

i

aL L
1442443

  

)در نتيجه داريم    .  طول دورة تناوب است    iكه   )n
pa 10mod11 ) يا ≡+ )n

pa 10mod0= يعني ap 

  .پذير است  بخش10nبر 

 nنـشان دهيـد بـه ازاي هـر       .  اول اسـت   5 و   2 كه نسبت به      عددي طبيعي باشد   aفرض كنيد    .مثال

 پيدا كرد كه به aتوان تواني از  مي
43421

K

n

  .شود  ختم مي0100

aaaa عدد   10n .حل
n

,,,, 2310 K 10هنـگ   به  نها را   اگر باقيماندة آ  . ا در نظر بگيريد    رn   بررسـي 

بنـابراين   . نسبت به هـم اول هـستند       10 و   a صفر نيست زيرا     يابيم كه باقيماندة هيچ كدام برابر       كنيم درمي 

طبق اصل لانة كبوتري دو تا از . باشند  مي{(10n – 1) , … , 2 , 1} عدد از مجموعه  10nهاي اين  باقيمانده

> i) و a1آنها مانند   k) ak 10 به هنگn 10 باقيماندة يكساني دارند در نتيجه تفاضل آنها برn پذير است  بخش

  نييع



  






 −− 110 ikin aa       و         ιaa kn −10  

)اما   ) 1,10 =in a     110 پس −−ikn a      در نتيجه q ∈ nik وجود دارد كه        qa 101  حال −−=×

110داريم   +×=− nik qa يد كه اين تساوي بـدين معناسـت كـه    ، اگر كمي دقت كنيد خواهيد دika  بـه  −

43421
K

n

  .شود  ختم مي0100

 قاليچه به مساحت يك مترمربع و با شكل دلخواه پهن 9 متر مربع،   5 درون يك اتاق به مساحت       .مثال

 دارنـد كـه بـه انـدازة       نشان دهيد دو قاليچه وجود    ) ها مستطيل شكل نباشند     ممكن است قاليچه  . (ايم  كرده

حداقل 
9
  . مترمربع اشتراك دارند1

 فرض كنيد حكم درست نباشد يعني اشتراك هر دو قاليچه كمتر از             .حل
9
 مترمربع مساحت داشـته  1

حتي به انـدازة يـك متـر    قاليچة اول مسا. اندازيم يكي مطابق الگوي اوليه در اتاق مي     ها را يكي    قاليچه. باشد

مربع يا 
9
پوشاند، قاليچة دوم مساحتي به اندازة بزرگتر از   را مي9

9
به … كند،   را به مساحت قبلي اضافه مي8

همين ترتيب قاليچة آخر مساحتي به اندازة بزرگتر از       
9
س مجمـوع مـساحتي كـه كـل     كند، پ  را اضافه مي1

5پوشانند بزرگتر از  ها مي قاليچه
9
9

9
2

9
1

=+++ L بيشتر 5 است، اين بدان معني است كه مساحت اتاق از 

  .است كه تناقض است

 


