
  روابط بازگشتي

  :روابط بازگشتي اوليه

 ـ          آنچه در مباحث قبل دربارة دنباله      شـمار  ه ها خوانديم، در حقيقت حالت خاصي از روابط بازگـشتي ب

  .آيد مي

ناميم كه در آن براي محاسبة هر عنصر نياز     اي را بازگشتي مي     همان طور كه پيشاپيش گفته شد رابطه      

  .داشته باشيم و براساس آنها بيان شده باشدبه مقادير تعدادي از عناصر قبلي آن 

باشد كه در آن با دانستن شمارة عنصر مستقيماً مقدار آن      نقطة مقابل رابطة بازگشتي رابطة صريح مي      

  .گردد توسط تابع صريح آن پيدا مي

  رابطه بازگشتي را به صورت كلي به صورت

( )1 2, ,n n nu F u u− −= L  

  .)دنبالة مزبور باشندها عناصر  uiاگر (كنند  بيان مي

  :2رابطه بازگشتي مرتبة 

  :اي به صورت به رابطه

( )1 2 0 ,n n nx px qx q p Q− −= + ≠ ∈  

  .گويند  مي2رابطة بازگشتي از مرتبة 



 را مساوي صفر q است ولي اگر q≠0باشند و اگر چه   ضرايب ثابت در اين رابطه مي    q و   pدقت كنيد   

  .شود د هندسي تبديل ميبگيريم دنباله به يك تصاع

حـل كـردن رابطـة    «به طور كلي يك راه براي پيداكردن جواب صريح معادلات بازگـشتي كـه آن را          

  . استnxزدن فرم جواب  نامند، نخست حدس  مي »بازگشتي

nدر اين سوال بدون آنكه به شما بگويم چگونه و چرا جوابي به شكل             
nx λ=گيـريم و    را در نظر مي

   مناسب را بيابيم تا در رابطةλكنيم  سعي مي

21 −− += nnn xqxpx  

  .كند صدق 

  : صدق كند خواهيم داشتλاگر 
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  .ناميم اين معادله را معادلة مشخصة آن رابطه مي
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  : خواهيم داشت2λ و 1λنظر از محاسبة  كه صرف
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  .آنچه تاكنون آمد اساس حل روابط بازگشتي همگن و ناهمگن خواهد بود

21 اگر  .نكته λλ   رتآنگاه معادله آيا به صو) ريشة مضاعف( باشد =

( )1 2 1
n n n

nx a b a bλ λ λ= + = +  

  ؟در خواهد آمد

  

  . در اين صورت جواب صريح معادله به صورت زير خواهد بود.خير

( ) n
nx a b n λ= +  

اند كه با مقدارهاي اوليـة   مجهول b  وaشود كماكان  در رابطة نهايي گفته شده همان طور كه ديده مي

nxپيدا كردتوان آنها را  ، مي.  

   داريم.مثال
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  .معادله را حل كنيد

  .حل
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  . بدست آمده و در نتيجه رابطة صريح نيز حساب خواهد شدb و aكه با حل اين دستگاه 

 ـ قبل از آنكه بيشتر وارد جزئيات حل روابط بازگشتي بشويم به سراغ روابـط بازگـشتي سـاده                       ر ت

  .رويم مي

   فرش كرد؟2 * 1هاي   را با موزاييكn * 2اي  توان صفحه  به چند طريق مي.مثال

 fn را بتـوان  n * 2اگر جـدول    . اي است كه ممكن است آن را ديده باشيد           اين مسأله بسيار ساده    .حل

به اين ترتيـب     . fn=fn-1+fn-2توان ثابت كرد كه        فرش كرد به راحتي مي     n * 2هاي    روش مختلف با موازييك   



ماند كه   مي2 * (n – 1) به صورت عمودي گذاشته شود، جدولي 2 * 1ام جدول يك موزاييك nاگر در ستون 

 ام با n – 1 و nدر غير اين صورت دو ستون .  طريق ممكن استfn-1 فرش شود كه به 2 * 1هاي  بايد موزاييك

 فرش 2 * 1هاي  ماند كه بايد با موزاييك       مي n ( *2-2(كه جدولي   . اند   افقي پوشانده شده   2 * 1دو موزاييك   

 * 1هاي     با موزاييك  n * 2هاي فرش كردن جدول       پس در كل تعداد روش    .  طريق ممكن است   fn-2شود كه به    

كند كه با مقادير اولية  اين رابطه، دنبالة معروفي را مشخص مي . fn =fn-1+fn-2 ، يعني fn-1+fn-2 برابر است با 2

oo =f 11 و =fوناچي نام دارد دنبالة فيب.  

= fnكنيم كه رابطة  دقت مي  fn-1+fn-2كند، مثلاً براي   هر عضو دنباله را بر حسب اعضاي قبلي بيان مي

= f2توان از رابطه   ميf2پيدا كردن   f0+f1آورد  استفاده كرد و به دست  :f2 =  0 +  1 =  حـال بـه همـين   . 1 

براي ساختن دنباله بايد دو عـضو اول آن را داشـته   ضمناً .   را به دست آورد  f3توان     مي f2 و   f1ترتيب با جمع    

حل رابطة بازگشتي به اين معناست كه ما .   مشخص صوندfn و همين طور تا   f3 و   f2باشيم تا با استفاده از آنها       

   را بدون استفاده از اعضاي قبلي و مستقل از آن اعضا بيان كنيم،fnهر عضو دنبالة 

 سـكه را در  nهايي باشد كه اين      تعداد روش  xnكنيم    فرض مي .  توماني داريم  50 سكة يكسان    n .مثال

  .دو رديف افقي روي هم چنان مرتب كنيم كه هر سكة در رديف بالا، دقيقاً در زير آن قرار گرفته باشند

      :مانند

          

  .رابطه بازگشتي بدست آوريد  xnبراي محاسبة 

يا بالا و سمت راسـت  . دو حالت داريمترين سكه را اگر در نظر بگيريم،   در رديف پائين سمت چپ .حل



 سكة ديگر قرار دارند كه مستقلاً n – 2اي قرار دارد يا نه، كه اگر قرار داشته باشد، بجز اين دو سكه  آن سكه

 xn-1 سكه درسمت راست آن مستقلاً بـه  n – 1توانند چيده شوند و اگر قرار نداشته باشد،  طريق مي  xn-2ه ب

  .توانند چيده شوند طريق مي

= xn                                                              يعني  xn-1 +  xn-2   

ضـمناً در   . بعداً بيشتر به آن خواهيم پرداخـت      كه اين رابطه همان رابطة بازگشتي فيبوناچي است كه          

  مثال بالا

x1 = 1 

x2 =  1  

 كه هيچ دو صفر nهاي صفر و يك به طول   مطلوب است تعيين رابطة بازگشتي براي تعداد دنباله     .مثال

  .متوالي ندارند

  براي آن بدست آوريمخواهيم رابطه بازگشتي مناسب   مي.حل

  . بشماريمكنيد اين بار بايد چگونه فكر مي

ايد، بايد به نحوي ساير مسئله را بـا حـذف تعـدادي عناصـر              طور كه تاكنون تجربه كسب كرده       همان

  .گيريم ترين عدد را در نظر مي در اين مثال نيز سمت چپ .كوچكتر كرد

  : بگيريم داريم snاگر جواب مسئله را 

1
1 ...

n −
− − − − − −                    

  



2
01 ...

n −
− − − − − −                    

توانند بنشينند و اگـر صـفر     طريق مي sn – 1 رقم سمت راست آن مستقلاً به n – 1آنگاه  باشد، 1 اگر

  )چرا؟(باشد  باشد آنگاه الزاماً رقم دوم يك مي

  پس در كل داريم. توانند مقادير بپزيرند  طريق مي Sn – 2 رقم باقيمانده مستقلاً به n – 2پس 

Sn = Sn – 1 +  Sn-2   

  وباره به رابطة بازگشتي فيبوناچي رسيديمو چه زيبا كه د

S1 = 2       0 , 1  

S2 =  3      11 , 10 , 01  

  .بار عناصر شروع با مقادير رابطه فيبوناچي تفاوت دارند وليكن اين

شود؛ به طور كلي در مبحث گسسته اين رابطه به دفعات ظـاهر            رابطة فيبوناچي به همين جا ختم نمي      

  .شود مي

 بگيريم، در هر سـال  nها در سال      را تعداد خرگوش   Snاگر  . اي تعدادي خرگوش داريم      در جزيره  .مثال

نوزادان نيـز   .آيد گيري كرده و به ازاي هر خرگوش بالغ يك نوزاد خرگوش به دنيا مي        خرگوش هاي بالغ جفت   

اشـيم،  اگر در سال اول تنها يك جفت خرگوش بـالغ داشـته ب   .كشد تا به سن بلوغ برسند يك سال طول مي  

  .  را بدست آوريدSnرابطة 

هاي سـال قبـل آن بـه عـلاوة تعـداد        ام برابر است با تعداد خرگوش    nهاي سال      تعداد خرگوش  .حل

 سال قبل بـوده و آن هـم   هاي بالغ خرگوشاند كه اين تعداد برابر با تعداد     هايي كه به تازگي به دنيا آمده        بچه

  و اين يعني باشد   آن ميهاي دوسال قبل كل خرگوشبرابر با 



Sn = Sn -1 +  Sn – 2   

  .اي معادل با رابطة فيبوناچي ولي با مقادير اولية متفاوت رسيديم و چه زيبا كه بازهم به رابطه

S1 = 2 

S2 = 4   

بود زمان آن رسيده كه سعي كنيم رابطه    هايي كه جواب آنها مشابه فيبوناچي مي        پس از اين همه مثال    

  .فيبوناچي را حل كنيم

  :خوانيم وليكن داريم ر چه بعداً حل اين گونه روابط را مفسلاً مياگ

  دهند  نمايش ميFn ام فيبوناچي را با nبه طور كلي جملة 

Fn =  Fn – 1 +  Fn – 2  

F1 =  F2 =  1   

  كنيم مانند قبل اين بار فرض مي

r    اعداد ثابت Fn =  rn   
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  .ر از حل اين رابطه بازگشتي احساس خوبي پيدا نكرديد نگران نباشيداگ

ولـيكن  «. حل كلي اين معادلات جلوتر گفته خواهد شد و اكنون تنها خواستم ذهن شما را درگير كنم            



ديديد فيبوناچي هم رابطة صريح داره اونم با اين همه راديكال، اولش كه به ذهن آدم             ! خداييش حال كرديد؟  

  .»رسه نمي

  

 


