
  حل روابط بازگشتي همگن

  :تعريف روابط بازگشتي همگن

  :گويند  ميkبه رابطة بازگشتي زير رابطة بازگشتي همگن از درجة  ها عددهايي حقيقي باشند، ciاگر 

)1(                          an =  c1 an – 1 + c2 an – 2 + … + ck an – k  

 جملـة اول آن     kده است و براي ساخت دنباله بـه          جملة قبل آن داده ش     k بر حسب    anدر اين رابطه    

= anاگر دنبالـة   نامند،   را يك جواب دنبالة بازگشتي فوق ميg(n)تابع . احتياج داريم  g(n)  ( )N∈n در 

  .رابطة بازگشتي صدق كند

    جوابي برايgr(n)  تا g1(n) تابع r اگر   .)نهي اصل برهم (1قضية 

                            )2(           an =  c1 an – 1 +  c2 an – 2 +  … +  ck an – k +  fi(n)  

+ A1 g1 (n)  جواب به صـورت  kباشند، آنگاه هر تركيب خطي از اين   A2 g2(n) +  … +  Ar gr(n) 

 روابـط   به ويژه، چـون در    . است) 2( پاسخي براي رابطة بازگشتي شمارة        اند  ها اعدادي حقيقي   Aiكه در آن    

= fi(n)بازگشتي همگن  هاي يك رابطة بازگشتي همگن باز يـك جـواب همـان        هر تركيب خطي جواب0 

  .رابطة بازگشتي است

  : فرض كنيم.اثبات 

h(n) =  A1 g1(n) + A2 g2(n) +  … +  Argr(n)  

gi(n)يك جواب معادلة زير است  :  

an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +  … + ck an – k + fi(n)  



  : داريمپس

gi(n) =  c1 gi(n – 1) +  c2 gi(n – 2) +  … +  ck gi(n – k) +  fi(n)  

  :شود و نتيجه مي

h(n) =  c1 h(n – 1) +  c2 h(n – 2) +  … +  ck h(n – k) +  A1 f1(n) +  … +  Ar fr(n)  

  

  :حل روابط بازگشتي همگن

= g(n)اگـر  : اي دارند كه بدين صـورت اسـت   روابط بازگشتي همگن حل ساده  xn   جـواب رابطـة ، 

  :باشد، داريم) 1(بازگشتي همگن شمارة 

xn – c1 xn – 1 – c2 xn – 2 - … - ck xn – k = 0  

  :يا به عبارت ديگر

                                    ) 3(                     1
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kx c x c−− − =  

نما يا معادلة متـشكله  رابطـة    معادلة سرشتاين معادله را    . فوق است   k  جواب معادله درجه      xيعني  

nنما باشد، بديهي اسـت كـه         ريشة معادلة سرشت    xiاگر  . ناميم  بازگشتي مي 
in xa  رابطـه   يـك جـواب  =

nبازگشتي است و بنا بر قضيه ي قبلي هر تركيب خطي از             
ix       بازگـشتي اسـت     ها هم يك جواب رابطـه ي  .

البته چگونگي تحقيـق ايـن مطلـب بـه        .باشند  اي براي مجموعه جواب اين رابطه مي        ها پايه   اً اين جواب  ضمن

تمـام  : تـوان گفـت   با اثبات اين مطلب مـي  . مقدماتي از جبر خطي احتياج دارد كه به عهدة شما خواهد بود           



nبه صورت تركيبي خطي از       ) 1(هاي رابطه     جواب
ixبه طور مثـال  ) چگونگي اثبات را تحقيق كنيد(. ها است

  :تركيب خطي

                 )4(                                1 1 2 2
n n n

n k ka t x t x t x= + + +L  

 k عنصر اول اين دنباله داده شده باشند، بايد kاگر در اين صورت رابطة بازگشتي . گيريم را در نظر مي

  :معادلة زير برقرار باشد

1

1 1 1

1 1
1 1 1

k

k k

k k
k k k

a t t

a t x t x

a t x t x− −
−


= + +



 = + +





 = + +

o L

L

M M M M M M M

L

  

  

بـا توجـه بـه تـشكيل      .) هستند  tkتا    t1ها    مجهول. (باشد   مجهول مي  k معادله و    kاين يك دستگاه    

ها متمايز باشند اين دستگاه معـادلات يـك جـواب           xiآيد كه اگر      دترمينان ضرايب، اين نتيجه به دست مي      

. توان جوابي منحصر به فرد براي دنباله پيـدا كـرد    عنصراول دنباله، مي  kمنحصر به فرد دارد، يعني با دادن        

براي اين ! ها اين دستگاه معادلات يك جواب منحصر به فرد داردxiتحقيق كنيد چرا در صورت متمايز بودن (

  .)كار بايد دترمينان ماتريس ضرايب را تشكيل دهيم

  . شده است، را حل كنيدهاي قبل تعريف   دنبالة فيبوناچي كه در مثال.مثال



= Fn:  دنبالة فيبوناچي   Fn – 1 +  Fn – 2                  در حالي كهF1 =  F2 =  1.   

= x2 – x – 1نماي اين رابطه به صورت    معادلة سرشت.حل هاي آن     است و ريشه0 
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  :و با توجه به مقادير اوليه داريم
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  :شود ها نتيجه مي و از اين معادله
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قابل توجه است، جملة       
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 fnد و با توجه به اينكـه        شو   بسيار كوچك مي   n با بزرگتر شدن     51

  : تعريف كنيم، داريمx  را نزديكترين عدد صحيح به (x)عددي حسابي است، اگر 
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  :و با اين تعريف
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ها متمايز xi كه ميافتن ضرايب، اين شرط را قرار داديهاي دستگاه به دست آمده براي  در يافتن جواب

نمـا باشـد، بـه راحتـي قابـل تحقيـق اسـت كـه           معادلة سرشت2 ريشة مضاعف درجة  xiحال اگر  . باشند

n
in xna نما اسـت، بـه ايـن     گيري از معادلة سرشت اثبات با مشتق( نيز يك جواب رابطة بازگشتي است  =

توان استدلال كرد كه اگر  به همين طريق مي.) نما است ضاعف، ريشة مشتق معادلة سرشتوسيله كه ريشة م

xi      باشد،   3  ريشة مضاعف درجة n
ixn2     در حالت كلـي اگـر   .  نيز يك جواب رابطة بازگشتي استxi  ريـشة 

  : باشدpمضاعف درجه 

g(n) =  t0 xn +  t1 nxn + t2 n2 xn + … + tp – 1 np – 1 xn   

  .جوابي براي رابطة بازگشتي است

  : رابطة بازگشتي زير را حل كنيد. مثال

( )5≥nAn =  -an – 1 +  3an – 2 + 5an – 2 +  2an – 3  

  :نما به صورت زير است هاي معادله سرشت  ريشه. حل

x4 +  x3 – 3x2 – 5x – 2 = 0 
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= a1مثلاً در حالت . آيند   به دست ميt4  تا  t1 مقادير a4 تا a1و با معلوم بودن  , = a2  و 4   a3  و 3- 



= a4 و 22 = = t1هاي  هاي متناظر جواب  از دستگاه7-   -t3 = = t4  و 1   -t2 =   . آيند   به دست مي2 

  .نما ريشة حقيقي ندارد كند كه در آن معادلة سرشت مثال بعد، حالتي را بررسي مي

= anطة بازگشتي  راب.مثال  2an – 1 – 2an – 2 را حل كنيد (a0 =  1 , a1 =  0).   

+ x2 – 2xنما به صـورت     معادلة سرشت.حل  2 =   : را داردزيـر   اسـت كـه جـواب غيرحقيقـي     0 

( )it +=−= 1,1 αα  .پس داريم:  
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عادلات از رابطة مهم زير استفاده شده است كه با استفاده از استقرا ثابت          لازم به تذكر است در اين م      



  .شود مي

( ) ( ) ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +  

  

  


