
  حل روابط بازگشتي ناهمگن

  :تعريف روابط بازگشتي غيرهمگن با ضرايب ثابت

  : زير غير همگن استkرابطة بازگشتي درجة 

an =c1 an – 1 +  … +  ckan – k + f(n)  

   در رابطه بازگشتي غيرهمگن صدق كنـد آنگـاه  Bnصدق كند و ) 1(در رابطة بازگشتي همگن      Anاگر  

An +  Bnزيرا. كند  صدق مي نيز در رابطة غيرهمگن:  

c1 = (An – 1+Bn – 1)+ … + ck (An – k + Bn – k) + f(n) = (c1An – 1+ … +  ck An – k) 

+  (c1 Bn – 1+ … +  ck Bn – k + f(n)) =  An +  Bn   

  مثلاً اگر.  را يك جواب خاص آن گويندBn را جواب قسمت همگن رابطه و Anدر اين حالت 

 an =  3 an – 1+ 2 – 2n2اه   ، آنگAn =  t1 3nو چون  fn =  2 – 2n2،  قرار ميدهيم  

 qn+r Bn =  p n2 +  ،  

  :حال داريم

pn2 + qn+  r =  3(p(n – 1)2 +  q(n – 1) +  r) +  2 – 2n2  

= D = 3 , C:   باشد، داريمnدر نتيجه، براي اين كه اين رابطه يك اتحاد براي   3 , B =  ، در ايـن  1 

= Bnصورت،    n2 +  3n +   :يم داشت  و خواه2 

an = An + Bn = t1 3n +  n2 + 2   

= a0 با فرض = t1:   داريم0    : پس1 



an = 3n +  n2 + 3n +  2   

  :حل روابط بازگشتي غيرهمگن

  :اگر رابطة بازگشتي غيرهمگن را به صورت زير داشته باشيم

)1(                an = c1 an – 1 +  c2 an – 1 +  … +  ck an – k + bn P(n)   

 باشد، براي ايـن رابطـه، مـشابه         n بر حسب    dاي، از درجة       چند جمله  P(n) ثابت است و     bآن  كه در   

  :شود نما به صورت زير تعريف مي روابط بازگشتي همگن معادلة سرشت
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)هاي  با داشتن اين معادله و به دست آوردن ريشه )ixهاي اين معادله به صورت  به قبل، جواب آن مشا

nتركيب خطي  
ixنماي  هاي معادلة سرشت به طوركلي ريشه.) تحقيق اين موضوع به عهدة شما. (شود  بيان مي

نمـا بـراي     با داشتن اين معادله سرشـت .هاي رابطة بازگشتي است يك رابطة بازگشتي مشخص كنندة جواب    

  .ياري از اين روابط با روشي مشابه روابط بازگشتي همگن، به راحتي قابل حل استروابط بازگشتي بس

   .مثال

= anرابطه بازگشتي     .الف   2an – 1 +  (n +  5) 3nرا حل كنيد  .  

= an رابطة بازگشتي       .ب  2an – 1 +  nرا حل كنيد  .  

    . حل

               :آيـد، پـس    در مـي 2 = 0(x – 3) (x – 2)نمـاي ايـن رابطـه بـه صـورت       معادلة سرشت .   الف



an =  t1 2n +  t2 3n +  t3 n 3n   

  . ها را به دست آوردtiتوان  هاي اوليه داده شده، مي ه به حالتجكه با تو        

+ x) (x – 2)نما   معادلة سرشت     .ب  1)2 =   : است، پس داريم0 

an =  t1 2n +  t2 +  t2 n           

  :ماي رابطه بازگشتي زيرن در حالت كلي معادلة سرشت

 )3(        P2 (n) + …    nb2P1(n) +  nb1  an = c1 an – 1 +  c2 an – 2 + … +  ck an – k +    

  :به صورت
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kx c x c x c x b x b+ +− −− − − − − − =L L  

  .است

= an رابطة بازگشتي  . مثال  2an – 1 +  n +  2nرا حل كنيد .  

= 2 (x – 2)(x – 1) (x – 2) سرشت نماي آن به صورت   معادلة. حل   :پس.  است0 

an = t1 +  t2 n + t3 2n +  t4 n 2n  

= a0و مثلاً اگر    :  داريم0 

an = -2 – n +  2n + 1 +  n 2n  

  .شوند بدين ترتيب بسياري از روابط بازگشتي با ضرايب ثابت حل مي

  :كنيم اي كاربردي به روشي ديگر در حل روابط بازگشتي توجه مي حال با حل مسأله

 ضـلعي منـتظم   8روي يـك    را دو رأس روبـه    E و   A) : بيست و يكمين المپياد جهاني رياضـي       (.مثال



 Eولي وقتـي بـه رأس   . پرد كند و هربار به رأس مجاور مي  آغاز به جهيدن ميAاي از رأس  قورباغهگيريم،    مي

ثابت .  برسدE به A جهش از nگيريم كه قورباغه با   را تعداد مسيرهايي ميan. شود جا متوقف مي رسيد، همان

  :كنيد
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22كه در آن   +=x 22 و −=y  

 nكه قورباغه در آنهـا بـا    تعداد مسيرهايي باشد bnفرض كنيد . گيريم  ضلعي زير را در نظر مي      8 .حل

رسد   ميGرسد يا به   ميC برود، در دو جهش اول يا به E به Aاگر قورباغه بخواهد از .  برسدE به Cجهش از  

حال از جايي كه الان به آن رسيده  . [ABA , AHA] بازگردد Aتواند به  گردد و به دو طريق مي   برميAيا به 

= an برسـد، بنـابراين    E جهش به n – 2بايد شروع كند و با   2bn -2 +  2an – 2 .   در مـوردbn   ًنيـز مـشابها 

= bnتوان گفت   مي  2bn – 2 +  an – 2) چرا؟(  
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 حتماً تعداد زوجي حركت E  به A ضلع وجود دارد، براي رفتن از E ،4  و Aكنيم كه چون بين  دقت مي

= a2n – 1پس . لازم است = anزگشتي  هاي زوج دو رابطة با براي حالت . 0   2bn – 2 +  2an – 2و   

 bn =  2bn – 2 +  an – 2 د، رحال دو روش وجود دا.  را داريم  

  :آيد  از تفاضل دو رابطه بدست مي.روش اول

bn -2 = an – 2 – an – 4  

  :و در نتيجه با گذاشتن در رابطة اولي داريم

an = 4an – 2 – 2an – 4  

= cnحال اگر   a2n  همگـن    در نظر بگيريم، رابطـةcn =  4cn – 1 – 2cn – 2)   بـه ازايn > بدسـت  ) 2 

= c1هاي اولية   آيد كه با توجه به حالت مي = c2  و 0  نما و حـل   با تشكيل معادلة سرشت(داشت   خواهيم 1 

  ):آيد آن بدست مي

( ) ( ) 





 −−+==

−− 11
2 2222

2
1 nn

nn ca  

122هاي قبل به دليل اينكه   حال مشابه مثال   :وان تحقيق كردت ، مي−>
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ما به اين روش در حل اين مسأله بـسنده        .  اين روش با آنچه تا به حال گفتيم متفاوت است          .روش دوم 

  :كنيم مي

an =  2an – 2 +  2bn – 2  

bn =  an – 2 +  2bn – 2   



 به صورت   راVmحال اگر بردار 
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  : تعريف كنيم، بايد داشته باشيم2
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ايـن مقـادير    . كنـيم    را تعيين مـي    T با اين حالت خاصيت مقادير ويژة ماتريس         Vmبراي تعيين بردار    

  :باشند  هاي معادلة مفسر ماتريس مي ريشه
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221: و بنابراين  +=λ 222 و −=λ .    بردارهاي ويـژة مـاتريسT  يعنـي ،u1 و u2  داراي ايـن 

iii:  ويژگي هستند كه uuT λ=و  ( ) iii uuTT 2λ= كه براي ………  وi  = توان آنهـا را پيـدا     مي2 , 1 

  :كرد
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  :يعني.  استu2  و u1 خطي از  يك تركيبV1بنابراين 

V1 =  λ1 u1 + λ2 u2   
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  :و بدين ترتيب
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