
  افراز اعداد صحيح 

  :به تساوي هاي زير دقت كنيد

    4=1+1+1+1      و        4=1+1+2     و    4=3+1                                                           

  4=2+2    و                   4=4                                                                                             

بـه هـر كـدام از    .  را مي توان به پنج طريق به صورت مجموع چند عدد طبيعي نوشـت            4مي بينيم كه    

به طور دقيق هر افراز عدد طبيعي   عبارت است از دنباله ي غير .  مي گوييم4مجموع هاي فوق يك افراز عدد   

rnnnنزولي از اعداد   ≤≤≤ nnnn به قسمي كه   21... r =+++  دقت كنيد كه ترتيب نوشتن عاملهاي     21...

 نمايش مي دهيم مساله اي است كه با كمك توابع مولد قـصد           nP)( كه با  nتعداد افرازهاي . جمع مهم نيست  

  .بررسي آنها را در اين بخش داريم

54مثلاً =)(P  

تعداد راه هاي   از  عبارتست  nP)(را مي توان اين گونه بيان كرد كه        nكنيد تعداد افرازهاي عدد     توجه  

  . جعبه يكسانn شي يكسان در  nتوزيع 

12 بـه    n طبيعي افراز  sو   nهمچنين براي هر   nnns ,,...,)in            هـا اعـدادي طبيعـي و كـوچكتر از n  

)عبارتست از همه حالتهايي كه مجموع برخي از       ) هستند   ) insi  2و1 به   5مثلاً افرازهاي   . شود  n برابر   1≥≥

   .1+1+1+2 و 1+2+2 و 1+1+1+1+1                                       :عبارتند از 

  .اولين كاربرد توابع مولد در افراز اعداد را در مثال زير مي توان مشاهده كرد

 برابر است   nT)(تابع مولد . 3و2و1به   nدد  برابر باشد با تعداد راه هاي افراز ع       nT)( فرض كنيد  .مثال
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jixو در هر افراز   .  موجود استi  عامل j يعني اينكه در اين افراز )(

3344:   مثلاً nT)(عبارتست از xf)( در nxضريب پس  == )(,)( TT چرا كه  

                                                                                          ...)( +++++= 432 4321 xxxxxf  

  .ان دهد به عامل هاي نامساوي را نشr   تعداد افرازهاي ممكن عددnPd)( فرض كنيد .مثال

  :عبارت است از nPd)(تابع مولد 
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ر    به عامل هاي متمايز   همان گونه كه در مثال قب         6 تعداد افرازهاي عدد     .مثال ل به آن اشاره شـد برابـ

                 يعني،4است با 

33425164 +=+=+==)(dP  

  :ليست مي كنيم را در زير 6حال همه ي افرازهاي 

  



  1+1+1+1+1+1                                   و      3+2+1                                   

  1+1+1+1+2                    و                        2+2 +2                                 

  1+1+1+3                   و                      3+3                                 

   1+1+4                   و                          2+2+1+1                         

          1+5                    و                              2+4             و              6

تعداد آنها برابر . زيرا افرازهايي كه همه ي عامل هاي آن فردند خط كشيده ايم.  افراز مختلف داريم11

نشان مي دهيم پس nPo)(امل فرد را با به عوnتعداد افرازهاي6a)(با چهار است يعني برابر است با 

46 =)(oP .اين مثال تنها بهانه اي است براي قضيه ي بعد .  

)()(  عددي طبيعي باشد آنگاه  nاگر  .)اويلر ( قضيه  nPnP do =.  

  :رابر  است كه عبارت است از بnPo)( تابع مولد.اثبات

  

( )( )( )( )( )

2 3 3 6 5 10

2 4 6

3 5 7 2 3 4 5 6

2 4 6 8
2 3 4 5

2 3 4

( ) (1 ...)(1 ...)(1 ...)...

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ...
1 11 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 ... 1 1 1 1 1 ...
1 1 1 1

f x x x x x x x x

x x x
x xx x x x x x x x

x x x x x x x x x
x x x x

= + + + + + + + + + +

− − −
= × × × × = × × × × × ×

− −− − − − − − − −

− − − −
= × × × × = + + + + +

− − − −

  

)()(پس  .  استnPd)(كه عبارت آخر همان تابع مولد  nPnP od =.  

   : را دقت كنيد6 به افرازهاي زير از .مثال



2+2+1+1=3+2+1=3+3=4+2=4+1+1=5+1=6  

  . بار تكرار شده است افراز هر عامل حداكثر دو7در هر يك از اين 

  :حال به افرازهاي زير توجه كنيد

2+2+2=2+2+1+1=4+1+1=4+2=5+1  

2+1+1+1+1=1+1+1+1+1+1=  

  . ندارد و تعداد آنها برابر هفت است3هيچ از اين افرازها عامل مضرب 

دي را  قضيه ي بع  . اين مثال نيز اينگونه است    . مثال قبل ما را وسوسه كرد كه قضيه اويلر را اثبات كنيم           

  .ببينيد

 بار تكرار شود برابر است با 2  به طوري كه در هر افراز هر عامل حداكثر            n تعداد افرازهاي عدد     .قضيه

  . نباشد3  به قسمي كه هيچ يك از عوامل افراز ضريب nتعداد افرازهاي 

  : كه هيچ عاملي بيش از دوبار تكرار نمي شوداست n تابع مولد تعداد افرازهايي .اثبات
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  .  نباشند3 است به قسمي كه عوامل افرازي ضرب nكه همان تابع مولد تعداد افرازهاي



  :قضيه ي زير كه از آوردن اثبات آن خودداري مي كنيم ممكن است براي شما جالب باشد

برابر   به طوري كه هر عامل آن حداقل دوبار تكرار شده باشدn تعداد افرازهاي عدد طبيعي  .قضيه

  . نباشد5 يا 1، مساوي 6  به اعدادي كه باقي مانده ي آنها بر nاست با تعداد افرازهاي 

 


