
  ياعداد رمز

چ دو يا هيافت که دو به دو با هم دوست باشند ي نفر 3 توان يشه مي نفر، هم6ن هر  ير ب   د  . 1 مثال

  . با هم دوست نباشندييتا

 ـ    1947 کورشاک در سال     ياضيمسأله فوق در مسابقه ر      در 1953ن در سـال  ي ارائـه شـد، همچن

 ـن مسأله توسـط گل    يبعدها ا . ت استفاده شده اس   ن مسأله يز از ا  ي پاتنام ن  ياضيمسابقه ر   ـ ي ن وود  يسن وگ

  . م داده شديتعم

 مطـرح شـده در     ي شرکت دارنـد و موضـوع هـا        يک کنفرانس علم  ي هفده دانشمند در     . 2مثال  

 ييم که هر دو تـا     ي دان يم.  باشد يات م يبيکنفرانس سه شاخه در کنفرانس سه شاخه هندسه، جبر و ترک          

 کـه  يد سه دانشمند وجود دارند به طـور يهم مباحثه دارند، نشان دهک شاخه با يقاً در مورد ياز آنها دق 

  . ک شاخه با هم مباحثه داشته اندي آنها در مورد ييهر سه تا

]![1به تعداد    .3مثال   += enpn      ک خط به يهر جفت از نقاط توسط    .  نقطه در فضا داده شده اند

با (ک مثلث يد حداقل ينشان ده.  شده رنگ شده است رنگ دادهn از يکيهم وصل شده اند و هر خط با  

L72. (با اضلاع هم رنگ وجود دارد) ن نقاط يسه رأس از ا    /=eباشد و ي عدد نپر م ][x  نشان دهنـده 

  .) باشدي مxح يجزء صح

 شرکت  ياسام. ود دارد  کشور مختلف شرکت کننده وج     6 از   ين الملل يک کنفرانس ب  ي در   . 4مثال  

1978,,1,2له اعداد   ي نام است که به وس     1978کنندگان   K  ـنـشان ده  .  شده اند  ي شماره گذار   ـد  ي ک ي

 ـ دو شرکت کننده هموطنش ي که شماره اش برابر مجموع شماره ها      يشرکت کننده وجود دارد به طور      ا ي

 باشديک هموطن ميدو برابر شماره  .  



 بر ييچ سه تايه(د يري نقطه در صفحه در نظر بگ6.  نمودير مدلسازيان به شکل ز توي را م1مثال 

ان هر دو نقطـه را بـا   ي ميک شخص است حال پاره خط هايکه هر نقطه متناظر با      ) ک استقامت نباشند  ي

ن قاعده که اگر دو شخص متناظر آن دو نقطه با هم دوست بودند     يت ا يد با رعا  يا قرمز رنگ کن   ي يرنگ آب 

 شود که حتمـاً     يل م ين تبد ي به ا   1حال حکم مثال    . دي کن ين صورت آب  ير ا يرا قرمز و در غ    ن پاره خط    يا

ا هـم دوسـت و اگـر     . (ک مثلث با اضلاع تک رنگ وجود دارد    ي اگر اضلاع قرمز باشند سه نفر دو به دو بـ

  .)ستندي باشند سه نفر دو به دو با هم دوست نياضلاع آب

 ـ اير کرد ولين آنها تعبي بي نقطه و پاره خط ها   17له  يبه وس  توان   يز م ي را ن  2مثال   ار بـرا  ي  ين بـ

 ـ را بعداً ب2 و 4ن مثال يرابطه ب.  شوديرنگ کردن پاره خط ها از سه رنگ استفاده م       م کـرد،  يان خـواه ي

  . ديدا کنين دو مثال را پين ايد رابطه بي کنيسع

 نقطه در نظـر  pم، ي کنيان ميف و نماد را بيرم چند تعين مثال ها برو   ينکه به سراغ حل ا    يقبل از ا  

ه هـم   ) ا خـم ي(ک خط يله ي از آنها هم خط نباشند و هر جفت از آنها را به وسييچ سه تا  يد که ه  يريبگ بـ

 ـ ي نشان م  pGم و آن را با      ي نام يد، شکل به دست آمده را گراف کامل م        يوصل کن   ـم، اي ده  pن گـراف  ي

رأس،  
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p و  ) پاره خط (ال  ي








3
p  ال از   ياگر هر   .  مثلث داردpG  از يکي با n رنگ داده شده رنگ شده 

نگ باشد آن ک ريک مثلث با اضلاع ي شامل pGم، اگر ي دارpG از يزي رنگ آمn–ک يم  يي گو يباشد م 

  . تک رنگ است3Gک ي شامل pGم ييم و گوي ناميمثلث را تک رنگ م

د و يري رأس را در نظر بگ6 از يکي.  و قرمز رنگ شده اندي با دو رنگ آب6G يال هاي . 1حل مثال 

 ـ شوند از ي  خارج م   P که از    ي تا خط  5 تا از    3 حداقل   يطبق اصل لانه کبوتر   . دي بنام Pآن را    ک رنـگ  ي



 ـ ايي نقاط انتهاC و A ،Bد  يحال فرض کن  . ن رنگ قرمز باشد   يد ا يهستند مثلاً فرض کن     خـط قرمـز   3ن ي

  )1شکل (باشند 

  

  

  )1( شکل                                                                   )  2(کل ش                          

  

 ـم داشت، در غيک مثلث با اضلاع قرمز خواه  ي قرمز باشد، آنگاه     ABC از اضلاع مثلث     يکياگر   ر ي

شـکل  . ميک مثلث تک رنگ داري رنگ خواهد بود، پس در هر دو حالت يک مثلث آب  ي ABCن صورت   يا

ا دو رنگ، رنگ بن آنها ي بيم که پاره خط هايداشته باش نقطه 6  نقطه، 5 ي دهد که اگر به جا     ي نشان م  2

  . ميک مثلث تک رنگ داشته باشي ندارد که يشده باشند لزوم

 ـي Pد يفرض کن .  و سبز رنگ شده اند     ي با سه رنگ قرمز، آب     17Gيال ها ي  .2حل مثال     17 از يک

ک رنگ مثلاً قرمز هستند، فـرض  ي شوند از يم خارج P که از ي خط16حداقل شش تا از  . رأس آن باشد  

16د  يکن ,, AA K  نقطه توسـط پـاره      6ن  يک جفت از ا   ياگر حداقل   .  پاره خط باشند   6ن  ي ا يي نقاط انتها 

 نقطه 6ن يان اي ميوگرنه پاره خط ها. م داشتيک مثلث قرمز خواهي قرمز به هم وصل باشند آنگاه       يخط



 6ن يان ايک مثلث تک رنگ در م  ينگ شده اند، حال با توجه به مثال قبل حداقل            و سبز ر   يله آب يبه وس 

 و سبز رنگ ي با سه رنگ قرمز، آبي توان طوري را م16G گراف يال هايد که   يست بدان يبد ن . مينقطه دار 

  . کرد که در آن مثلث تک رنگ وجود نداشته باشد

31م  ي دان ي م .3حل مثال    =p، 62 =p   173 و =p   حل مثال    ي اگر به ش با استفاده از مثال     2وه 

ه ا    يز م ي را ن  4pد که   يد د يد خواه ي توجه کرده باش   1  ـ توان محاسبه کـرد، بـ  ـ با4pن صـورت کـه   ي د ي

 رنگ در هر رأس بتوان 4له ي به وس  ي رأس 4p گراف کامل    يزيه در هر رنگ آم     باشد ک  ين عدد يکوچکتر

664م داشت   ي توجه خواه  يدا کرد، با کم   يکسان پ يال به رنگ    ي 17 =p .     3275به طور مـشابه =p  و 

19586 =pمي داري و در حالت کل :  
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 عدد نپر خواهد بـود  يعني eبر ت برود عبارت داخل پرانتز براينهاي به سمت بnف اگر ياما طبق تعر  
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 ـاز   با قدر نسبت کمتـر       ي نامتناه ي سمت راست با توجه به فرمول تصاعد هندس        يتساو( ه   ي ک بـ

  ).دست آمده است

: مين داريبنابرا
n

qenq nn
1! enqn]![ يعني، >>+ ]![1 جهي درنت= += enpn .  

  : ر استي رنگ به شرح زn و pG گراف ي برايه رمزيحالت خاص قض

,,,2اگر   21 ≥nqqq K مانند   يح باشند آنگاه عدد   ي صح ي اعداد ),,( 1 nqqR K    وجود دارد به 

),,,( که اگر يطور 21 nqqqRp K≥ گرافيال هاي و  pG را با nم آنگاهي رنگ به دلخواه رنگ کن:  

 iتا 1ن ي ب يا nکه ي وجود دارد به طور pG ک ي شامل
iqG ک رنگ است، در ضمن ي يال هاي با

),,( nqqR K1ت است، اعداد ين خاصين عدد با ايکمتر),,( nqqR K1شونديده مي نامي اعداد رمز  .  

)3,2(6کـه   ن است   ي ا  1ر مثال   يبه عنوان نمونه تعب    =R ـ   ـي 13ا مثـال    ي )3,3,3(17 يعن =R .

qqRqRافت که   ي توان در  ي م ين به راحت  يهمچن == ),2()2,( .
43421

K

n

R را  را   )3,3,,3(   اختـصار بـا     يبـ

)3(nR1م که يديد  3 دهند، در مثال يز نشان مي ن]![)3( +≤ enRn.  



)4,3(9ن معلـوم شـده اسـت کـه          يهمچن =R  ،18)4,4( =R  ،18)6,3( =R  ،14)5,3( =R ،

23)7,3( =R 5,4(25 و( =R .دا شده استي پ1993 آخر در سال يعدد رمز .  

م ين حکم را ثابت کنيد ايم که بايني بين مثال مي توجه به ايم، با کمي روي م 4حال به سراغ مثال 

   که مجموعه{ }1978,,2,1 K  6 توان به   ي را نم يخال« از يمجموعه ا. (افراز کرد»  از جمعيخال« مجموعه 

 ـ  ).در آن نباشد  ) ک عضو با خودش   ي جمع   يحت( از آن    يضوچ دو ع  يم که جمع ه   ي نام »از جمع   ينشان م

 ـپـس فـرض کن   .  عوض شود بـاز هـم حکـم درسـت اسـت            1957 با   1978م اگر   يده  ـد ي ک افـراز از  ي

{ }1975,,2,1 K   خال ي ز 6 به از جمع مانند يرمجموعه A ،B ،C ،D ،E و Fه   طبق ا.  موجود باشد صـل لانـ

 حداقل A مجموعه مثلاً 6ن ي از ايکي يکبوتر
6

12327 عضو دارد مانند 327 يعني 1957 ,,, aaa K که   

32721 aaa <<< L  

iaaiچ کدام از اعداد     يبا توجه به فرض مسأله ه      −≤≤  ـ قـرار ندارنـد ز  A در  )3261(327  Aرا ي

 Bن مجموعـه هـا مـثلاً    ي از ايکي.  قرار دارندF تا B ين اعداد در مجموعه ها ي ا پس.  از جمع است   يخال

شامل حداقل   
5

1266ن تفاضل ها است که آنهـا را         ي تا از ا   66 يعني 326 ,,, bbb K   ـ بـا ترت   يب صـعود  ي

ibbiاعداد  . ديبنام −≤≤ د،   ي هر دو خالB و Aرا يز قرار دارند B و نه در A نه در )651(66  از جمـع انـ

 شـامل حـداقل   Cن مجموعه ها مثلاً ي از ا  يکيمشابه بحث فوق    .  قرار دارند  F تا   C يپس در مجموعه ها   

1721ن اعداد مانند    ي تا از ا   17 ccc <<< L عدد   16حال  .  باشد ي م icci −≤≤  را در نظر    )161(17

 قرار دارند، Fا ي D ،Eستند پس در ي نC و A ،B يچ کدام از مجموعه هاي عدد متعلق به ه16ن يد ايريبگ

621 باشد، مانند ين تفاضل ها مي تا از ا6 شامل حداقل   Dن مجموعه ها مثلاً     ي از ا  يکي ddd <<< L 



idd عدد   5حال  . است  ـ تا از آنهـا  3 شامل Eستند، پس مثلاً  ي ن D و   A  ،B  ،C در   6−  باشـد، ماننـد   يم

321 eee 231132حال دو عدد    . >> , eefeef  قرار ندارند پس در     E تا   A ي در مجموعه ها   =−=−

F     12 قرار دارند، حال ff  ـن تناقض است زي قرار ندارد و اF تا A يچ کدام از مجموعه ها   ي در ه  − ، Aرا ي

B ،C ،D ،E و F مجموعه { }1,2, ,1957Kرده اند را افرازک .  

 ـ. م کـرد يان خواهي وجود دارد که آن را ب 4 و 3 ين مثال هايک بي نزديرابطه ا  رمجموعـه  يک زي

zyxمعادله   باشد هرگاه    يم»  از جمع  يخال «يعي از اعداد طب   Aمانند   Azyx ي به ازا  +=  فاقـد   ,,∋

yxد که مجموعه جواب معادله شامل       يجواب باشد، توجه کن     ـ ا 1916در سـال    .  باشد يز م ي ن =  ييساي

  : ر را مطرح کرديفرما، مسأله ز) هيقض(شور در رابطه با حدس 

} کـه مجموعـه      ي بـه طـور    nf)( ماننـد    يعين عدد طب  يبزرگتر })(,,2,1 nfK    را بتـوان بـه n 

  ست؟ ي کرد چ از جمع افرازيوعه خالرمجميز

 يتـساو .  چهار مقدار مشخص شده استين تابع تنها براي به تابع شور مشهور است، ا  nf)(تابع  

)1(1 يها =f  ،4)2( =f   3(13 و( =f  ا کمـک     1961بـامرت در سـال      .  قابل اثبات اند   ي به راحت  بـ

)4(44وتر نشان داد يکامپ =f .ر است ي به شکل ز}2،1،...،44{ از جمع يقت افراز خاليدر حق  
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  ر را ثابت کردي زي هايشور نامساو
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}م هر طور که مجموعـه     ي نشان ده  ي سمت راست کاف   ي اثبات نامساو  يبرا }]![,2,1 enK  را بـه n 

zyxم معادله يمجموعه افراز کن   . رمجموعه جواب داردي زnن ي از ايکي در +=

  د يفرض کن

{ } 1 21,2, ,[ !] nen A A A= ∪ ∪K K  

]![1,,1,2م که رئوس آن اعداد      يري گ ي در نظر م   Gک گراف کامل به نام    ي. ک افراز باشد  ي K+en 

ان يپاره خط م   (rsال  ين شکل که به     يم به ا  ي کن ي رنگ م  Kn,,1,2 رنگ   n را با    Gراف   گ يال ها ي. باشند

r,s (  رنگm   م هرگاه   ي ده ي را نسبت مmAsr ک مثلـث تـک رنـگ دارد      ي G گراف   2طبق مثال   . −∋

]![1 که   ي موجودند به طور   t و   r  ،sح و مثبت    ي اعداد صح  يعني +≤<< entsr   يال هـا  ي و rs  ،rt   و st 

   يعني دارند m مانند يکسانيرنگ 

mArtstrs ∈−−− ,,  

ــ rtstrs ياز طرف −=−+− ــابرا)()( ــالmAن ي بن ــع ني خ ــ از جم ــه ي ــس مجموع ست، پ

{ }]![,,2,1 enK   توان به    ي بزرگتر از آن را نم     ي با مجموعه ها n ي زاز جمـع افـراز کـرد     ي خـال  رمجموعه 

)(]![1ن  يبنابرا −≤ ennf   ً6(]720[1 خصوصا( −≤ cf را  4 مثـال    ي ساده تر برا   ي اثبات ين نامساو ي، ا 

  .  دهديبه دست م

 که هر  طور ي است به طوريعين عدد طبين عدد کوچکتريد، اياورياد بي را به nR)3(ف يحال تعر

در مثـال  . ک مثلث تک رنگ موجود خواهد بـود يم، ي رنگ کنn را با  ي رأس nR)3( گراف کامل    يال ها ي



)3](![1م  ي قبل نشان داد   يها +enRn .3()(2 ينامساو( +≥ nfRn  توان مشابه روش فوق     يز م ي را ن 

   درست نباشد و مثلاً ين نامساويد ايفرض کن. اثبات کرد

)3(1)( nRnf ≥+  

12د  يفرض کن  ,,, AAAn K از جمع از     يک افراز خال  ي { }1,2, , ( )f nK    ـ باشد وفـرض کن   Gد  ي

),(,0,1ک گراف کامل با رئوس     ي Knfيال هاي.  باشد G تا 1 را با اعداد nـين شکل رنگ مي به ا  . مي کن

mAsr هرگاه مي دهي را نسبت مm رنگ rsال يبه  ∈− .  

)3()(1 ين طبق نامساو  يبنابرا +≤ nfRn ـيم  يک مثلث تک رنگ دار    ي  tsr اعـداد    يعن << 

mArsrtst که يوجود دارند به طور ∈−−− ,, .  

rtrsst ياز طرف  −=−+− ن فـرض   يبرا از جمع بودن افراز است، بنـا       ين خلاف خال  ي و ا  )()(

)3()(1 يخلف باطل است و نامساو +> nfRnشودي ثابت م  .  

م ي دهي نشان م ها مسأله ازيکيدر
2

13)( −
≥

n
nf . زيبنابرا شودير ثابت مين رابطه   

[ ]3 3 (3) ! 1
3

n

nR en+
≤ ≤ +  

  ميکه از آن دار

66)3(42,17)3(15,6)3(6,3)3(3 4321 ≤≤≤≤≤≤≤ RRRR  

46)3(66 يجه بامرت نامساويبا توجه به نت  4 ≤≤ Rبـالا اسـت  يد که بهتر از نتي آيبدست م جه .

4)3(65ر رابطه ي سال اخ30در  ≤Rز ثابت شده استي ن  


