
  ه مجموعه ها ي با نظرييآشنا

ه     ينجا سع يدر ا . دي شو يه مجموعه ها آشنا م    ي به نام نظر   ي با بحث  بخشن  يدر ا   شده است بـا ارائـ

ابتدا . ديل به دست آور   ين نوع مسا  ي حل ا  ي برا ييک ها يه مجموعه ها، تکن   يل جالب در نظر   يا و مسا  يقضا

  . مي کنيف ساده مبحث را شروع ميبا چند تعر

 ـ تعر x يرمجموعه هـا  ي را مجموعه تمام ز    P(x)ک مجموعه باشد،    ي xد  يفرض کن  .فيتعر  ـ ي  يف م

  . ميکن

xPF)( .تعريف   . مي نامي مx مجموعه يرمجموعه هايک خانواده از زي را ⊃

  . مي دهيش مينما) xنال يکارد(| x| را با xک مجموعه مانند ي يتعداد اعضا .تعريف

  يرمجموعه هاي از زي ا خانواده .1مسأله مجموعه x مانند Fن شرط که اگـر  يم با اي نامي را خوب م

FBA ∩≠φ باشند آنگاه ,∋ BA .12د ينشان ده|| −≤ nF .  

) ي را به زوج ها    P(x) ي اعضا .اثبات , )cA A   ـ   ـ ي افـراز م و چـون   )  اسـت  A مکمـل    cA(م  ي کن

nxP 2|)(| 12ن زوج ها برابر ي است پس تعداد ا  = −nکبـوتر   .  است 12 اگـر  يطبق اصـل لانـه|| −> nF  

.  اسـت ين زوج ها تهي شود و چون اشتراک هر دو عضو از ايک زوج انتخاب مي از Fباشد آنگاه دو عضو   

||12 شود کـه  يجه مين نتيبنابرا. ه تناقض دارديست که با فرض اول  ي خوب ن  يانواده ا  خ Fپس   −≤ nF و ،

 را که شامل x يرمجموعه هاي را در نظر گرفت و تمام زa، مانند xک عضو از ي توان ي مي حالت تساويبرا

a12رمجموعه ها ين زيجاب کرد که تعداد اي هستند ا −nاست  .  



  12د اگر   يدر مسأله بالا نشان ده     .2مسأله|| −< nF   ک عضو از   ي توان   ي  باشد، مP(x) را که در F 

  .  بماندي همچنان خوب باقF اضافه کرد و Fامده است به ين

||12 چون   .اثبات −< nF      قبل نت شود که    يجه م ي است طبق اثبات مسأله )(, xPAA c  وجـود   ∋

FAcدارند که   FAc و ∪FAد يفرض کن. مي کني حال از برهان خلف استفاده م∌FAا ي ∌  هر ∪

FCBجه يدو خوب نباشند درنت ∩=φ وجود دارند که ,∋ cAC و φ=∩ AB  

,c cB A C A C Bφ φ⇒ ⊂ ∩ = ⇒ ∩ =  

||12 آنقدر عضو اضافه کـرد کـه   F توان به   يجه م يدرنت. که خلاف فرض است    −= nF  شـود و  F 

  .  بمانديخوب باق

ه مجموعه ها بـه دسـت   ي از نظريار خوبيده بسي با آن، ا يف و حل مسألها   يک تعر ير با ارائه    يدر ز 

  . د آورديخواه

  : مي کنيف مير تعريک خانواده را به صورت زيس يماتر .تعريف

}د  يفرض کن  }kAAF ,,1 K=  ،{ }nxxX ,,1 K=   و XAi nx که   ⊇ س يک مـاتر  ي.  باشد ||=

kn ji است اگر و تنها اگر 1ام آن jون ام و ستiه سطر يم که درا يري گ ي را در نظر م    × Ax  باشـد و در  ∋

  .  باشدين صورت صفر مير ايغ

  3مسأله. F ي   ک خانوادهm يرمجموعه ها ي از ز  ي عضو r ي عضو P(x)    هـر   ي است و به ازا ji AA,  

F ،kAAمتعلق به  ji ≤∩   د ينشان ده.  است||

)1(
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}د  ي فرض کن  .تاثبا }mAAAF ,,, 21 K=  ،U
||

1

F

iAX ن خـانواده را    يس ا يماتر.  باشد X|=n| و   =

 ي مia هستند  1ام را که شامل     i واقع در سطر     يه ها يس تعداد جفت درا   ين ماتر يدر ا . ميري گ يدر نظر م  

),( تعداد   iaدر واقع   . ميريگ jk AAاست که    ييها jii AAx  ـ. ∋∩ هـا  ia را مجمـوع همـه      Sن  يهمچن

),,2,1( ni K=ميري گي در نظر م .  

||م ي دانيدر ضمن م   ji AA  ـ کـه  ي هم سطريک هاي برابر است با تعداد ∩ ام و iک در سـتون  ي

ن جفت ي تا از اkم حداکثر يريس را که در نظر بگين ماتريهر دو ستون از ا. ام قرار داردj در ستون يگريد

kAAرا يز. ک دارندي شامل يه هايدرا ji ≤∩    است، پس ||
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m
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 ـ شامل يه هايم تعداد جفت درايري بگibام را i واقع در سطر  يک ها ي تعداد   و اگر  ک، در سـطر  ي

i ام برابر
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ibشود که يجه مي خواهد بود و نت   
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rAiو چون     يعني است mr کل جدول برابر يک هايست پس تعداد  ا||=

1 2 nb b b mr+ + + =L  

  م داشت ي شوارتز خواهي کوشيطبق نامساو
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ن روش همان طور که     يدر ا .  به نام دوگانه شمردن استفاده شده است       يدر حل مسأله فوق از روش     

 ـ شـود و  يک بار در ستون ها شمرده مي خاص  ي اعضا يک سر يد تعداد   يديددر حل مسأله     ک بـار در  ي

 ـي خاص در هر دو حالت برابر با تعداد اعضاين اعضايسطرها و چون تعداد ا   باشـد،  ي خاص کل جدول م

  . دي آين مفروضات مسأله به دست مي بيا نامساوي يک تساويجه يدرنت

  د  ي فرض کن  .4مسأله{ }mEEH ,,1 K= ک خانواده از مجموعه     يnي عضو x    باشـد و بـه ازا هـر 

iEF ⊂  ،HF HHد که تـابع     ي باشد نشان ده   ∋ →:δ        هـر    ي وجـود دارد کـه بـه ازا HE ∈ ،

)(EE δ∩ .  

} دي فرض کن  .اثبات }naaX ,,1 K= .     يحال حکم را با استقرا رو n  يحکـم بـرا   . مي کن ي اثبات م 

1=n را تابع  ي است ز  يهي بدδ 1 با شرط)( a=φδ و φδ =})({ 1a ـ  .  کنـد ي در شرط مسأله صـدق م



kn يد حکم برا  يفرض کن  =+1 ي برقرار باشد، حکـم را بـرا       = kn   ـ   ـ ي اثبـات م  را بـه دو     H. مي کن

  :  کهيم به طوري کني افراز م2H و 1Hرمجموعه يز

iki EaHE ∈⇒∈∀ +11  

iki EaHE ∉⇒∈∀ +12  

  : مي کنيف مير تعريبه صورت ز را 3Hن يهمچن

{ }{ }1113 | HEaEH ik ∈−= +  

23لق است پس  متعH به 3Hطبق فرض مسأله هر عضو  HH با توجه به فرض استقرا، .  است⊃

221توابع  : HH →δ 332 و : HH →δحال .  کنندي وجود دارند که در شرط مسأله صدق مδ را به 

  : مي کنيف مير تعريصورت ز

}){()( 111 +−=⇒∈ kiii aAAHA δδاگر    

}{)]([)( 123 +∪=⇒∈ kiii aAAHA δδاگر    

                                       2HAi     اگر∋

                                           )()( 1 ii AA δδ                         و=

                                                                       3HAi ∉  

  .  جواب مسأله استδ شود که تابع يده مي ديبه سادگ



  د  ي فرض کن  .5مسألهX  121379 عـضو و     12 دلخواه با حداقل     ي مجموعه ا ,,, AAA K رمجموعـه  ي ز

 ـثابت کن) ستنديز نيها لزوماً متماiA( باشند   A از   ي عضو 12 ييها  وجـود  2X و 1Xرمجموعـه  يد دو زي

∩=φ که يدارند به طور 21 XX و XXX =∪ 13791 هر ي و به ازا21 ≤≤ i ،  

12 , XAXA ii ⊆⊆  

 به دو   X هر افراز    يباشند، آنگاه برا   وجود نداشته    ييرمجموعه ها ين ز ي اگر چن   برهان خلف،  .اثبات

ji کهي  وجود دارند به طورj و   2X  ،i و   1Xمجموعه   XA  ـبدون کاسته شدن از کل. ⊇  ـ ي  يت مـسأله م

Uم ي دهيرا قرار مي است زي متناهي مجموعه ا  Xتوان فرض کرد که     
1379

1

'
=

=
i

iAXي و به جا X با X'ي کار م 

nXد يفرض کن. ميکن . n2 برابر است با 2X و 1X به دو مجموعهX  ين صورت تعداد افرازهاي، در ا||=

ه ازا  ي افراز شده است به طور2X و 1X به دو مجموعهX    م که   ي شمار ي را م  يحال تعداد حالات    ي کـه بـ

1XAi معلوم iس يک اندي 2XAiا ي ⊇ ⊆ .  

1XAiاگر   1X ،22 ي، آنگاه برا ⊇ +nا مـشخص شـدن       حالت  ـ ن1X ،2X موجـود اسـت و بـ ز ي

2XAiب اگر   ين ترت يبه هم .  شود يمشخص م  2X ،122 ي آنگاه برا  ⊇ −n حالت موجود است و با مشخص 

  .  معلوم خواهد شد2X ،1Xشدن 

12221379ن تعداد حالات بالا حداکثر برابر با يبنابرا −×× nي است، ول   

nnnn 22221379221379 11111112 =×<×=×× −−−  

  .  کنديط مسأله صدق مي ماند که در شراي ميک حالت باقيپس لااقل 

} خانواده .ه اسپرنر يقض }pAAP K,1=ـ ي شامل ز   ـي غييارمجموعـه ه } از يرته }nx ,,2,1 K= 

jiم ي دارj و i هر ي که برايبه طور. مفروض است AA   ، آنگاه /⊇
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} يم تعداد خانواده هاي دهي ابتدا نشان م.اثبات }nBBB ,,, 10 K با شرط   

)0(,
[10 niXBBBB in ≤≤⊂⊂⊂⊂

≠≠≠
L  

  .  است!nبرابر با 

||||||نکه ي توجه به ا   با 10 nBBB <<< Lـي، نت  iBi شـود  يجه م =|| ),,0( ni K= 0 وB  ،1 

ن خانواده ها يحالت دارد پس تعداد ا nB ،1و ...  حالت دارد و 2B ،n-1م، ي حالت دار1B ،nحالت دارد و 

!)!(ن خانواده ها برابر با   ي ثابت باشد تعداد ا    mBم اگر   ي ده يحال نشان م  .  است !nبرابر   mnm  اسـت،  −

  : رايز

+−=→        n-m         حالت }{ 11 xBB mm  

−=→    n-m-1     حالت ++ }{ 112 xBB mm  

−=→      1             حالت −− }{1 mnnn xBB  

nimm BBBBB
≠≠+≠≠≠≠
⊂⊂⊂⊂⊂⊂ LL 1[10  

} يو تعداد خانواده ها    }10 ,, +mBB K    برابر با m!     ي و تعداد خانواده هـا { }nm BB ,,1 K+   برابـر بـا   

(n-m)!    ن خانواده ها برابر     ي است، پس تعداد اm!(n-m)!  اگـر  . مي پـرداز  يه م يحال به اثبات قض   . ست ا

kAk } ين صورت تعداد خانواده ها    ي در ا  ||= }nk AAA ,,,,0 KK    که شامل kA      اسـت برابـر !k!(n-k) 

  پس . ک عضو داردين خانواده ها حداکثر يز از هر کدام از اي نPاست 

!|)!|(!|| nAnA
PA

≤−∑
∈

  



mAAA که   ييرا تعداد خانواده ها   يز
≠≠≠
⊂⊂⊂ L

 يي ثابت باشد از تعداد خانواده هـا       kA و در آن     10]

mAAA به جز يکه شرط
≠≠≠
⊂⊂⊂ L

iiپس با فرض . ستيشتر ني ندارند ب10] kA   : ميدار ||=
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  نکه يبا توجه به ا
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ن صورت هر عضو  ي برقرار باشد در ا    يو اگر تساو  




2
nP ا ي





2
nاست و ي عضو P  از هر خـانواده 

  . ک عضو دارديقاً يدق



} اگر   ).Edros-ko-rado(ه  يقض }mAA ,,1 K  يرمجموعه هاي از ز ي خانواده ا k ي عـضو )
2

( nk ≤ 

 2,1,,{مجموعه{ nKهر ي که براي باشد به طور ji ≠ ،φ≠∩ ji AAن صورت ي، در ا
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≤
1
1
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m .  

  د ي فرض کن.اثبات

ni ≤≤1     { }1,,1, −++= kiiiFi K  

 ـن فـرض کن ي همچند،يري در نظر بگnمانه ي مجموعه را به پ  ياعضا }د ي }nFFF ,,1 K=ـ، در ا  ن ي

kFAصورت  ≤∩    کهي شوند به طوريافت مي jA و iA مثلاً Aن صورت دو عضو از ير ايرا در غي ز||

φ=∩ ji AA.  

}2,1,,{ز اπگشت ي هر جايبرا nKي مجموعه ها π
iF و πFمي کنيف مير تعري را به شکل ز :  

{ } { }iin FxxFFFFF ∈== |)(,,,, 21 ππππππ K  

kFA توان نشان داد     يبا استدلال مشابه حالت قبل م      ≤∩ || π    پـس ،knFA !|| ≤∩∑
π

π  و 

  : ميچون دار

)!(!|| knmnkFA +=∩∑
π

π) م داشتيجه خواهيدرنت) چرا؟ :  

)!1()!()!1(!)!(! −≤−−⇒≤+ nknknknknmnk  

1
1

n
m

k
− 

⇒ ≤  − 
  

}د  ي فرض کن  .فيتعر }10 −nAA K  يرمجموعه ها ي از ز  ي خانواده ا مجموعه S باشد، منظور از SDR 

110ز ي عضو دو به دو متماn يعنين خانواده ي ايبرا ,,, −naaa K از Sکه ي، به طور ii Aa ∈ .  



} خانواده   .لپ هال يه ف يقض }110 ,,, −nAAA K   ، SDR   دارد اگر و تنها اگر اجتماع هر k ـ عـضو ا  ن ي

  .  عضو داشته باشدkخانواده حداقل 

  .)مي آورين مقاله نميه فوق را در اياثبات قض(

 ـک دراي فقط A هرگاه در هر سطر و هر ستون  م،يي گو يگشتي را جا  A يس مربع يماتر .تعريف  1ه ي

  . ه ها صفر باشنديه درايو بق

ه ي باشد، اگر مجموع درايح نامنفي متعلق به اعداد صحيه هاي با درا يسي ماتر Aد  ي فرض کن  .هيقض

 ـ  Aن صـورت    ي باشد در ا   k هر سطر و هر ستون برابر        يها س ي مـاتر k تـوان بـه صـورت مجمـوع       ي را م

  .  نوشتيگشتيجا

}د  يف کن يتعر .اثبات }0| >= iji ajA  ،tآنها يه هايمجموع درا. ديري سطر را در نظر بگ tk ،است 

 ـ هـر سـتون ن     يه ها يرا مجموع درا  ي ناصفر وجود دارند، ز    يه ها ي ستون درا  tپس حداقل در     .  اسـت  kز  ي

}ن  يبنابرا }nAA ,,1 K   ف ي در شرط قض کند، پس    يپ هال صدق م   يليه n ـ تا درا   ـ  ي چ يه وجـود دارد کـه ه

 ـن دراي توان از اين ميشتر هستند، بنابرايک ستون نبوده و هر کدام از صفر ب  يا  يک سطر   ي در   ييدوتا ه ي

د حکم اثبات يس جدين ماتري ايد کرد و با استقراء روي توليگشتيس جايک ماتريک واحد کم کرد و يها 

  ).  شوديه مات اثبات به عهده خواننده گذاشتيجزئ. ( شوديم

ن صـورت اگـر   ي هستند، در ا1ا ي 0 آن يه هاي باشد که درايسي ماترAد يفرض کن  .konigه  يقض

 کـه  ييهـا 1ن تعداد يشتريم و بي بنام mها را شامل شوند     1 که همه    ييا ستون ها  ين تعداد سطرها    يکمتر

  . m=Mم آنگاه ي بنامMستند را يا هم ستون ني هم سطر و ييچ دوتايه



Mmاضح است که   و .اثبات srmد يفرض کن. ≤ . ها باشد1 ستون شامل همهs  سطر و r و =+

ه  . س باشـند  ي ستون اول ماتر   s سطر و    rن سطرها و ستون ها،      يد ا يت فرض کن  يبدون ازدست دادن کل    بـ

ri يازا }: ديف کني تعر1≥≥ }sjajA iji >== ,1| .  

}خانواده   }rAAA ,,, 21 K     را اگر   ي کند ز  ي در شرط هال صدق مk   ا  k-1 سطر باشند که حـداکثر بـ

 در Mمم بودن يني ستون را انتخاب کرد که با مk-1 سطر، k ي توان به جايستون اشتراک داشته باشند م 

ر هم خـط  ي دو به دو غ1ا  ت r در بلوک سمت راست بالا،       يعني دارد،   SDRپس خانواده فوق    . تناقض است 

ر هم خط وجود دارد، پس حداقل  ي دو به دو غ    1 تا   sن،  ييوجود دارد به طور مشابه در بلوک سمت چپ پا         

r+s=m ن ير هم خط وجود دارد، بنابراي دو به دو غ1 تاmM   . M=m، لذا ≤

mMن ير هم خط وجود دارد، بنابراي دو به دو غ1 تا r+s=mحداقل  mM، لذا ≤ = .  

  د ي فرض کن.هيقض

nXXPVU =⊆ ||),(,  

  ن شرط که يبا ا

(1)

(

,

, 2)

a U b a b U

a V b a b V

∈ ⊆ ⇒ ∈


 ∈ ⊆ ⇒ ∈

  

||||2||آنگاه   VUVU n ab ي، به جـا   )2(، و اگر در شرط      ⋅≥∩ ⊆  ،ba  ـ    ⊇ م ي را قـرار ده

  : ميدار

| | | | 2 | |nU V U V⋅ ≥ ∩  



  6مسأله .)(XPF nXاگر  .  مفروض است  ⊇ FBA هـر    ي و بـه ازا    ||= ∈,  ،φ≠∩ BA  و 

XBA ||22د ين صورت نشان دهي در ا∪≠ −≤ nF .  

  : مي کنيف مير تعري را به صورت زV و U مجموعه .اثبات

{ }FyyxxU ∈⊆= ,|  

{ }FyxyxV ∈⊆= ,|  

Vaن صورت اگر يدر ا ∩≠φ، آنگاه 'a و ∋ 'aa و اگر Uaa Xaa، آنگاه ,'∋ ≠∪   ز اگر ي و ن'

(1)

(

,

, 2)

a U b a b U

a V a b b V

∈ ⊆ ⇒ ∈

 ∈ ⊆ ⇒ ∈

  

  : ميه گفته شده داريقضطبق 

||2|||| VUVU n ∩≥⋅  

  : مي است دارX، مخالف U از ي و اجتماع هر دو عضوي ناتهV از يو چون اشتراک هر دو عضو

12|| −≤ nU  

12|| −≤ nV  

||||نکه ياو با توجه به  VUF   : م داشتي خواه≥∩

211 222||||||2||2 −−− =×≤⋅≤∩≤ nnnnn VUVUF  

22|| −≤⇒ nF  

  


