
  : راسهارجهد

)اگر )GVv∈     باشد درجه راس v           را به طور ساده تعداد يالهايي تعريف مي كنيم كه  v    بر آنها واقـع

  .است

  . در گراف هاي چندگانه طوقه را دوبار در درجه راس مربوط به حساب مي آوريم.تبصره

• ( )Gδ.كوچكترين درجه در گرافG  را( )Gδ بخوانيد دلتاي كوچك (  تعريف مي كنيمG(  

• ( )G∆.بزرگترين درجه در گراف G را  ( )G∆ خوانيد دلتاي بزرگب( تعريف مي كنيمG  (  

)deg  را با vدرجه راس          )vيا)(vdنمايش مي دهيم  .  

)  با مجموعه رئوسG در هر گراف .قضيه )v  كهGساده باشد داريم :  

: 0 ( )v V d v V∈∀ ≤ <  

 زيرا حداقل درجه هر راس مي تواند صفر باشد يعنـي بـه هـيچ راس               ، به آساني ثابت مي شود     .اثبات

Vديگري متصل نباشد و حداكثر درجه هر راس هم مي تواند           دقـت  (  باشد يعني به همه متصل باشـد        −1

  )اده بوده پس بين هر دو راس حداكثر يك يال وجود خواهد داشت كنيد گراف س

  :لذا به آساني ديده مي شود

( ) ( ) 10 −≤∆≤≤≤ VGVdGδ  

)        : داشته باشيم∋Vv گرافي مثال بزنيد كه به ازاي هر.تمرين ) ( ) ( )GvdG ∆==δ  

  :به راحتي 
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)ثابت كنيد Gدر گراف ساده .قضيه )
( )
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GVv

EVd 2  

  يعني مجموع درجات برابر است با دو برابر تعداد يالها 

  بوده و دومي اينكه هـر يـالي      Eمي شماريم، يكي تعداد يالها يعني  تعداد يالها را به دو گونه       .اثبات

رد كه به ازاي هر سر آن درجه يك راس را يك واحد افزايش داده، پـس اگـر مجمـوع تمـام                       ابتدا و انتها دا   

. درجات رئوس را حساب كنيم هريال دقيقاً دو بار شمرده مي شود و اين يعني دو برابر تعداد يالها مي گـردد              

  پس

( )
( )

∑
∈

×=
GVv

EVd 2  

  .مي باشدوج  زG مجموع درجات هر گراف.نتيجه

  . به وضوح از قضيه قبل نتيجه مي گردد

  .، زوج مي باشد G تعداد رئوس درجه فرد گراف .قضيه

آنگاه مجموع درجات آنها عددي فرد مي    فرد باشد،G اگر تعداد رئوس درجه فرد گراف       .برهان خلف 

زوج به عدد فرد باز هم مجموع درجات فرد باقي مي ماند پس مجموع كل   شود كه با افزودن ساير درجه هاي        

( ) ( ) ( ): 2v V ii
G d V Gδ ∆

∈
∀ = = =



  .درجات گراف فرد مي شود كه مخالف با نتيجه قبل مي باشد

  .دنباله درجات رئوس. تعريف

  . بدست مي آيدGبه دنباله اي كه از پشت سر هم قرار دادن درجات رئوس گراف

  .ندوي  مي گGدنباله درجات رئوس گراف 

              )1 و 2 و 3 و 2 و 2                            (.مثال

 .الباً دنباله درجات رئوس را به ترتيب صعودي مرتب مي كنندغضمناً 

) به هر دنباله از اعداد طبيعي مانند         .دنباله گرافيكي . تعريف )naaa ,...,,  ـ   21 ود داشـته    كه گرافي وج

كه در   )  1و2و  3و2و2( آن برابر با اين دنباله شود دنباله گرافيكي گويند مانند            رئوس   باشد كه دنباله درجات   

  .ودتمرين قبل ديديم گرافي وجود دارد كه دنباله درجات رئوس آن برابر با اين دنباله ش

  ك دنباله گرافيكي است؟حال سوالي كه اينجا مطرح مي شود اين است كه آيا هر دنباله اعدادي ي

   پس چه دنباله اعدادي دنباله گرافيكي خواهند بود؟-واضح است كه خير

  .نخست شروط لازم براي گرافيكي بودن دنباله را بررسي مي كنيم

)در دنباله داده شده  .1 ) ( ) VGG <∆≤≤ δ0.  

  . دنباله گرافيكي است )1و1و2و4(  آيا دنباله  .تمرين 

 راس داشـته باشـد ولـي چـون      4د اعداد معلوم است كه گراف بايد        ا تعد  خير زيرا از   .جواب 

  .ت اين دنباله گرافيكي نيستبوده و كوچكتر از تعداد رئوس نيس 4بزرگترين درجه آن 

  .تعداد درجات فرد، زوج مي باشد .2



  مي تواند گرافيكي باشد؟) 1و1و1و2و3و3و4( آيا دنباله  .تمرين 

  . خير.جواب 

1Vود دارد كه لااقل دو راس آن درجه  آيا گرافي وج.تمرين    باشد  −

1Vدرجه تمام رئوس nK به سادگي بلي، در گراف كامل.جواب    .مي باشد−

 گرافيكي است، همـين طـور      1،2،2،1 گرافيكي نيست، اما     0،0،2فهرست  .  يك شرط بازگشتي   .مثال

2      گراف1،0،1 1k k+ ،1،0،1 را محقق مي سازد؛ اگر راس جديدي را مجاور با راس تنها و يك راس درجه 

برعكس، اگـر   ). تصوير زير (  به دست مي آوريم      1،1،2،2 اضافه كنيم، آنگاه يك گراف با دنباله درجه هاي           1

 از درجه ماكسيمم مجاور با راسهاي       wمانند و در آن راسي      د را محقق ساز   1،1،2،2يك گراف داشته باشيم     

 1،0،1  را براي به دست آوردن يك گراف با فهرسـت درجـه هـاي           wآنگاه مي توانيم       باشد، 1 و   2از درجه   

  .حذف كنيم

  

  

  

بـراي آزمـون دنبالـه      . هداين ملاحظات يك آزمون بازگشتي را براي دنباله هاي گرافيكي ارائه مي د            

 جستجو كنيم كه داراي سه همسايه از        3  از درجه     y ، مي توانيم تحقق سازي را با راسي مانند           33333221

ن اي ). y   به وسيله حذف  (  گرافيكي باشد    2223221  چنين گرافي وجود دارد اگر، و فقط اگر،       .  باشد 3درجه  

w



 جـستجو مـي   3 از درجـه     x مرتب مي كنيم و تحقق سازي را با راسي مانند            3222221را دوباره به صورت     

 مرتب مي كنيم و تحقـق  111221چنين گرافي وجود دارد اگر، .  باشد 2كنيم كه داراي سه همسايه از درجه        

چنين گرافي .  باشد2 جستجو مي كنيم كه داراي سه همسايه از درجه           3درجه   از   xسازي را با راسي مانند        

 221111 اين را دوباره به صـورت  . )xبه وسيله حذف  (  گرافيكي باشد 111221   و فقط اگر،    وجود دارد اگر،  

.  جستجو مي كنـيم 1 و 2 با همسايه هاي درجه 2جه  از درwمرتب مي كنيم و تحقق سازي را با راسي مانند       

 شايد بتـوان تـشخيص داد كـه ايـن واقعـاً      .  گرافيكي باشد10111چنين گرافي وجود دارد اگر و فقط اگر،         

wxyمي توانيم       ،10111با آغاز يك تحقق سازي از       . گرافيكي است  را با ويژگيهاي مطلوب براي به دست        ,,

  .تحقق سازي يكتا نيست.  جايگزين كنيم33333221ك تحقق سازي از دنباله اوليه آوردن ي
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بـا انـدازه     d، فهرست اعداد صحيح نـامنفي     n<1 براي   ) ]1962[، حكيمي    ]1955[هاول  . ( قضيه

n      ،گرافيكي است اگر، و فقط اگرd d  گرافيكي باشد، در حالي كه′  dاست كه از  n−1  فهرستي با اندازه′

تنها دنبالـه   . ده است  آم  بزرگترين عناصر بعدي به دست     ∆از   1 و كم كردن   ∆با حذف بزرگترين عنصر آن      

01عنصري،  -1گرافيكي  =dاست.  



با در  . ، نخست ثابت مي كنيم كه شرط كافي است        n<1براي  . ، گزاره بديهي است   n=1 براي   .اثبات

ndd  با قيد       dنظر گرفتن    ≥≥ G، و همچنين با در نظر گرفتن يك گراف ساده           1... با دنباله درجه هـاي      ′

d G، يك راس جديدي مجاور با راسهاي    ′ 11راي درجه هاي اكه د ′ 21 −−+∆ dd اين  . است مي  افزاييم ,...,

id11 اما اعداد   و خود، ∆)  نسخه اي از ( بارتند از بزرگترين عناصر   بعد از  ها ع 21 −−+∆ dd  لزومي  ,...,

dدر ∆ندارد كه بزرگترين اعداد از   .باشند  ′

 را محقق مي سازد آغاز مي كنيم و يـك گـراف         d  كه    Gبراي اثبات لزوم شرط، با يك گراف ساده         

Gساده   dرا ايجاد مي كنيم كه       ′ فـرض  .  باشـد Gدر    ∆ راسي از درجـه      wفرض كنيم   .  را محقق كند   ′

21)) درجه هاي مطلوب ((  باشد كه دراي  G  راسهاي در∆ يك مجموعه از    Sكنيم     dd اگـر   .   است∆+,...,

SwN G ، آنگاه مي توانيم با حذف )(= w′, در غير اين صورت، راسي از . را به دست آوريمS وجود دارد  

SwN را براي افزايش   G  در اين حالت،  .   حذف شده است    wN)(كه از    بدون تغيير درجه هيچ راسي    )(∩

SwNچون. تعديل مي كنيم    تكرار اين شيوه يك گراف دلخواه           بار مي تواند افزايش يابد،      ∆حداكثر   )(∩

G   كه d        را محقق مي سازد به يك گـراف  *G     تبـديل مـي كنـد كـه d    مـي نمايـد و داراي   را محقـق

SwN d  را كه ′G  را حذف كنيم تا گراف مطلوب    w  مي توانيم     G*حال از     .   است  )(= را محقق مـي   ′

  .كند به دست مي آوريم

SwNاگر SxSz آنگاه مي توانيم      ،)(≠ ∈∉ w را طوري انتخاب كنيم كه       , x ,w z↔  ، زيرا ↔

Swd )()(، داريم   Sبنابر انتخاب   . )(=∆= zdwd  امـا   را حذف كنيم،wzرا اضافه وwxمي خواهيم   . ≤

كافي است راسي .  را دوباره بر قرار كنيم,xz بنابراين بايد درجه هاي   نبايد درجه هاي راسها را تغيير دهيم،   



} را بيرون      yمانند   }zyxT yطوري پيدا كنيم كه      ,, z , y x↔   اي وجود داشته باشد،   y ؛ اگر چنين  /↔

تعـداد نـسخه    εفرض كنيم ). تصوير را ببيند (  را اضافه كنيم    zy را حذف و   xyآنگاه همچنين مي توانيم       

  zd)(ε−−1داراي  z و   اسـت،  Tهمسايه بيـرون   xd)(−εداراي xحال. باشد )  1 يا  xz  )0هاي يال   

,)()(چون.  مي باشد  Tهمسايه بيرون    zdxdy  و مـي تـوانيم جابجـايي           وجود دارد،   Tمطلوب بيرون      ≤

  .مورد نظر را انجام مي دهيم
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 عدد آزمون مي كند؛ از اين رو مي توان n−1  عدد را با آزمودن فهرستي از      nقضيه فوق فهرستي از     

 شـرط لازم  .  گرافيكـي اسـت انجـام داد   dآن را به عنوان يك الگوريتم تكراري براي آزمـون اينكـه آيـا         

)∑ idچون. به طور ضمني در اين مشخص سازي وجود دارد  ) زوج( ), 2i id d d ∆′ ′ = −∑  بايـد داراي  ∑

   نيـز بايـد مجمـوع زوج        d از اين شرط بازگشتي ايجاب مي كند كه           مجموع زوج براي تحقق پذيري باشد،     

  .داشته باشد



 شود  اگر چه انده و مهم است كه اكنون تعريف  تنها مطلبي كه از مبحث درجه راسها باقي م      و در انتها  

  :كاربرد آن در مباحث گرافهاي جهت دار است عبارتست از

  :درجه ها در گرافهاي جهت دار

  .ها را شامل مي شودنمادگذاري درجه راس براي گرافهاي جهت دار وجه تمايز ميان سرها و دمهاي يال

vd)(درجه خروجي .  راسي در يك گراف جهت دار باشد       vفرض كنيم      .تعريف تعداد يالهاي با دم      +

v  درجه ورودي   .   است)(vd vN)( همسايگي خروجي يا مجموعـه تـالي           . است vتعداد يالهاي با سر      − +  

}عبارت است از     }xvGVx →∈ vN)(همـسايگي ورودي يـا مجموعـه مقـدم            . )(:  عبـارت اسـت از      −

{ }vxGVx →∈ :)(.  

))) جفتهاي درجه   (( براي گرافهاي جهت دار دنباله اي از         )( ), ( )i id v d v+ بـسياري از   .  را داريـم   −

. نتايج به دست آمده از گرافها شبيه نتايج حاصل از گرافهاي جهت دار است         






22
n

گراف سـاده بـا راسـهاي     

,...,n 1v v   22 به طور مشابهي،  .   وجود دارندn       ري كه هر جفت گراف جهت دار با اين راسها وجود دارند به طو

اگـر وجـود طوقـه هـا و داشـتن هـر دوي         . مرتب حداكثر يك بار به عنـوان يـك يـال ظـاهر مـي شـود                

yxxy →→  آنگاه تنها    را منع كنيم،    ,





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 گراف جهت دار باقي مي ماند؛ اينها با گرافهاي ساده ارتبـاط           

  .نزديكي دارند

  

 


