
  گراف دو بخشي 

، هيچ يالي Gبه طوري كه هنگام رسم گراف   . افراز گردند  ,MN به دو مجموعه   Gاگر راس هاي گراف   

شود،   N رسم نگردد و هيچ يالي بين راس هـاي مجموعـه ي        Mبين راس هاي مجموعه ي           نيـز ترسـيم نـ

  . ناميمي بخشورا يك گراف د Gگراف

را به همـه ي راس   M راس درون آنگاه گرافي كه هر ،عضو باشدnداراي  N عضو و   mداراي Mاگر

nmKوصل كرده باشد را گراف دو بخشي كامل ناميده و با  Nهاي   . نشان مي دهيم,

  .مثال

  

K2,3

               

K1,2

  

  

K2,4  

  

nmK كامل يبه راحتي مي توان دريافت كه تعداد يالهاي يك گراف دو بخش    است با برابر ,

                                                                                                                     nm×.  



  . فرد نباشدل داراي هيچ دوري به طوG دو بخشي است اگر و تنها اگر G گراف.قضيه

ه     به طول زوج اسـت، G باشد آنگاه اثبات اين كه هر دور در       ي دو بخش  G اگر .اثبات وده و بـ  سـاده بـ

  .عنوان تمرين به خواننده محول مي كنيم

بـدون  .  دو بخشي است   Gو اما فرض مي كنيم گراف  فاقد دور فرد است و مي خواهيم اثبات كنيم كه                

 مولفـه هـاي    ناهمبنـد باشـد،   Gچرا كه اگـر . همبند باشد  G فرض مي كنيم كه     ايجاد خلل در كليت مساله،    

 خواهند  يهاي همبندي نيز دو بخش      نيز دور فرد ندارند و طبق اثباتي كه ارايه خواهيم داد مولفه               Gهمبندي

  : راس باشد از قرار n  داراي  Gفرض كنيم .  خواهد بودي  دو بخشGشد و در نتيجه گراف 

nVVV ,...,, 21  

از   همبند است،Gچون 
1

V اگر طول اين مسير زوج بود. به تمام راس ها حداقل يك مسير وجود دارد .

خود .  قرار مي دهيمBقرار مي دهيم و اگر طول آن فرد بود آن را در مجموعه ي Aآن را در مجموعه ي
1

V 

دور فرد ندارد، زوجيت طول مسيرهايي كه  G ثابت مي كنيم چون اولاً. قرار مي دهيمAرا نيز در مجموعه ي

از 
1

Vبه 
i

V،يعني اگر از  مي روند يكسان است
1

V به
i

Vيا هر دو با طول فردند يا با طول زوج ير باشد، دو مس .  

∩=∅پس از اين نتيجه خواهد شد كه BA . در ضمن ثابت خواهيم كرد كه هيچ دو راس مجموعه ي

Aبه هم متصل نيستند و در ضمن هيچ دو راس مجموعه ي  B  نيستند كه حكم مساله نيز به هم متصل

  .خواهد بود

اگر از   
1

V         ،پس .  يعني يك دور فرد داريم كه ممكن نيست    به خودش يك مسير فرد وجود داشته باشد

از  
1

V      به  
i

V    از اگر). مسير به طول صفر هم داريم     ( د دارد    تنها مسيرهاي زوج وجو 
1

V به يكي از راس هاي  

ديگر مثلاً   
i

V               ،مي كنيم در آن صورت ثابت    يك مسير با طول زوج و يك مسير با طول فرد وجود داشته باشد



  . وجود داردGكه يك دور به طول فرد در

l     فرد,       ilVtttVT ...211=  

k     زوج,    IkVjjjVJ ...211=  

فرض مي كنيم  
1 1 l k

t j t j,≠ TJشروع كرده و اولـين جـايي را بيابيـد كـه            1tاز   Tدر  .  ≠  نقـاط  ,

ر       T پيش رويد و سپس از مسير      h تا Jشروع كنيد و در      1Vاز  . بناميد hآن را . مشترك دارند    به ترتيـب بـ

 در هـر در  h  تـا  1Vپـس در نتيجـه از    . پس طول زوج  دارد.  است اين يك دور. برگرديد1V  به  hعكس از   

TJرمسي كه قـسمتهايي  ،  iVتا  hحال الگوريتم فوق را براي مسيرهاي از    . يا هر دو زوج و يا هر دو فرداند         ,

TJاز   TJنهايتاً به دو مسير   .  تكرار مي كنيم    هستند،  , دست پيدا مـي كنـيم كـه اشـتراك           iV  به  ′h از   ,′′

Jآنگاه طول    فرد باشد    ′Tيعني اگر طول  . ندارند و طولشان از نظر زوجيت فرق مي كند         ود و      ′    زوج خواهد بـ

  .بالعكس

TJچسباندناز    ,ABپـس   . به هم دوري به طول فرد به وجود مي آيد كه تنـاقض آشـكار اسـت                 ,′′

ijمانند Aافرازي از راس هاي گراف اند كه اگر دو نقطه از           AA TJ مسير به هم وصل باشند آنگاه دو      ,  وجود ,

  .دارند

ij به ترتيب به نقاط    1V از AA TJ كه هر دو   , 1مـسير .  از طول زوج اند    , 1

T J

i jV A A V... ه    −...  دوري بـ

  . استيپس گراف  دو بخش. استدلال آورد B مي توان برايرهمين طو. ول فرد است كه تناقض مي باشدط

 و بـديهي تـر گـراف هـاي دو بخـشي      پس از اثبات قضيه مهم و پركاربرد بالا به سراغ مطالب ساده تر      

  :رويم مي

 هايي چنـين گرافـي وجـود    ,mn ازاي چه راسي يك منتظم باشد بهn و m اگر گراف دو بخشي     .مثال



  ؟دارد

 يك يال   يك راس از بخش ديگر دقيقاً  از يك بخش و دقيقاًيهر راس به سادگي از آنجا كه به ازاي         .حل

mتعداد يالها                      پس تعداد رئوس بخش ها يعني  داريم، n= =  

  . منتظم را بيابيدKراسي ,mn لازم و كافي براي وجود گراف دو بخشي  شرط.مثال

( )11 −<−< mKnK ,.  

  .برابر باشند ,mn اين بار نيز ثابت مي كنيم بايد .حل

منتظم   راس دارد، n ديگر آن     راس و بخش   mك بخش آن    كه ي G فرض كنيم گراف دو بخشي     .اثبات

  . استKو از درجه

  :دمرپس تعداد يالهاي آن را مي توان به دو گونه ش

  .تاست .Kmتعداد سرهاي منتهي يالها به بخش اول  .1

  .  تاست.Knتهي يالها به بخش دوم تعداد سرهاي من .2

  .و هر دو بيانگر تعداد يالها مي باشند

nKmK             :پس داريم =  

nm                            لذا  =  

)بايد ثابت كنيم اگر     . برعكس )1 1K m n m n( ) ,< − = − وط     k باشد آنگاه گراف   = منـتظم مربـ

  .كه اثبات آن به عنوان تمرين به خواننده محترم واگذار مي شود. وجود دارد

  

  



 


