
  :مكعب−kگرافهاي

 بـه صـورت   1 و 0تـايي از  kمكعب گرافي است كه رئوس آن دنباله هـاي غيـر تكـراري         −kگراف  

( )1 2 ka a a, ,   . و يالهاي آن، ميان رئوس رسم شوند كه دقيقاً در يك جايگاه متفاوت باشند.باشد ,...

نمايش مي دهند خصوصيت هاي جالبي دارند كه پس از چند مثال به خواص       kQاين گراف ها را كه با       

   .آنها مي پردازيم
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  . به صورت زير نيز رسم مي گرددمي باشد كه گاهي 3Qدقت كنيد گراف مكعب همان
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123دقت كنيد  QQQ و سـه بعـدي   ) صـفحه  ( ، دو بعدي )خط(  به ترتيب بيانگر فضاهاي يك بعدي       ,,

  .بوده اند) فضا (

  .مكعب همبند است−k ثابت كنيد گراف  .قضيه

  .با دنباله هاي زير، مسيري ميان آن دو بيابيم,uvكافي است به ازاي هر دو راس 
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  :به طور خلاصه اگر اثبات را بيان كنيم داريم

 در جايگاه اول از uنخست به راسي مي رويم كه با   uجايگاه تفاوت داشته باشد، از    mدر   vبا uاگر

 mسپس از آن به راسي مي رويم كه علاوه بر جايگاه اول در جايگـاه دوم از آن        . جايگاه متفاوت باشد   mآن

  . برسيمv  متفاوت باشد و به همين ترتيب ادامه مي دهيم تا بهuجايگاه با 

  .است جنين مسيري وجود خواهد داشتواضح 

  .مكعب را بدست آوريد−kتعداد يالهاي گراف .تمرين

 3Qنمايش ديگر 



  :براي اين منظور نخست تعداد راسها را بدست مي آوريم .حل

  تـا  k2 مي باشند پس بنابر اصل ضرب تعـداد آنهـا    1 و   0 تايي از    kچون رئوس دنباله هاي متفاوت      

  :سپس درجه هر راس را بدست مي آوريم .باشد مي

متناظر شده و هر راس تنها به رئوسي متـصل مـي           1 و   0تايي از    k از آنجا كه به هر راس يك دنباله       

  :از گردد كه دقيقاً در يك جايگاه با آن تفاوت دارند پس همسايه هاي هر راس عبارتند 

  راسي كه فقط درجايگاه اول با آن تفاوت دارد

  و راسي كه فقط در جايگاه دوم با آن تفاوت دارد

  ...و 

  .ام با آن تفاوت داردkتا راسي كه فقط در جايگاه 

    مي باشدkو اين يعني درجه هر راس 

  پس 
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=   يالهاتعداد =

  .منتظم مي باشد kمكعب،−k به راحتي ديده شد گراف .نتيجه

  . گرافي دو بخشي مي باشدkQ ثابت كنيد.قضيه

الي مـا بـين رئـوس     به گونه اي افراز كرد كه ي,ABبراي اين منظور بايستي رئوس آن را به دو بخش     

  :داخل يك بخش موجود نباشد

  :بدين منظور



  A= دارند1رئوسي كه دنباله آن تعداد زوجي عدد 

  B= دارند1رئوسي كه دنباله آن تعداد فردي عدد 

باشـد كـه     uvو آن يـال  .  داشته باشـد وجود نخواهد داشت زيرا اگر وجود Aحال يالي ميان رئوس  

Avu   : پس خواهيم داشت,∋

  v هاي 1  تعداد =u هاي  1 تعداد 1±→ دقيقاً در يك جايگاه تفاوت دارند ,uvزيرا

  .نمي توانند از لحاظ زوجيت و فرديت مانند هم باشند ,uvپس 

را به هم وصل كند وجود نداشته و گراف دو بخشي خواهد  B را به هم يا رئوس Aپس يالي كه رئوس 

   .بود

  .مثال
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، رئوس آبي متعلق به يك بخش و رئوس سياه 3Qدر 

 متعلق به بخش ديگر گراف دو بخشي خواهند بود

3Q



  

در ايـن رابطـه بـه    . مكعب هميلتوني بودن آنهاست−k آخرين و جذابترين خصوصيت گرافهاي    و اما   

  :قضيه زير مي پردازيم

). مكعب هاميلتوني است−kثابت كنيد كه گراف  .قضيه )2≥k  

  .ت به استقرااثبا

   كه بديهي استk=2براي  

  

  

)1(,1فرض مي كنيم براي      −=−− mkm             مكعب هاميلتوني باشد يعنـي دنبالـه اي از رئـوس بـه

  صورت

11 2 3 12mu u u u u... −  

12وجود دارد كه هر كدام به بعدي يال داشته و   −mu 1 هم بهu يال داشته باشد.  

mkاي مي خواهيم بر   ، ثابت كنيم دنباله رئوسي به صورت=

1 2 12mv v v v...  

وجود دارد كه 
1 2 mi i i iv a a a...= و تشكيل يك دور هاميلتوني را بدهند .  

  را به صورت زير مي سازيمها ivاز روي فرض استقرا دنباله 
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  ه ك

=→      اضافه مي كنيم 1 يك iuيعني به سر رشته   ),( ii uw 1  

=→    اضافه مي كنيم 10 يك iuيعني به سر رشته ),( ii uX 0  

و راس متـوالي  وليكن بايد ثابت كنـيم هـر د  . واضح است كه در اين دنباله هر راس دقيقاً يكبار آمده        

  .مجاور نيز هستند

  :براي اثبات آنكه هر دو راس متوالي، مجاورند حالات زير را داريم

ii+1رئوس متوالي   .1 ww    باشند كه واضح است چون,

1 1i i i iw w w w E,
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⇒ تنها دريك جايگاه تفاوت دارند ∋
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ii+1رئوس متوالي .2 XX    مانند بالا:باشند,

11رئوس متوالي   .3 22 , −− mm Xw باشندكه داريم             
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  جايگاه اول تفاوت دارنددر 

بنابر فـرض اسـتقرا     
ii uu  تنها در يك    +1,

 .جايگاه تفاوت دارند



11رئوس متوالي  .4 Xw   :باشند كه مانند قبل داريم ,

1 1 1 1X w X w E, ⇒ 1  تنها در جايگاه اول تفاوت دارند ∋ 1

1 1

(1, )
(0, )

w u
X u

= 
⇒= 

  

11212221لذا دنباله  11 wXXXwww mm ......
  . معرف دور هميلتوني خواسته شده مي باشد−−−

 


