
  :همبندي و مولفه هاي همبندي

حال به طور تخصصي تر بـه مباحـث     . با مفهوم همبندي و برقراري ارتباط ميان رئوسي آشنا شده ايم          

  .مربوطه مي پردازيم

از آن مـسيري     ,uvرا همبند مي گوييم اگر به ازاي هر دو راس         Gياد آوري مي كنيم، گراف     •

  .   موجود باشد,uvبين 

  .مي ناميمG زير گراف هاي همبند مجزاي آن را مولفه هاي همبندي  ،Gدر يك گراف •

12  به دو مجموعه ناتهيV  همبند است، اگر و تنها اگر به ازاي هر افراز G نشان دهيد كه .قضيه vv , 

  .موجود باشد 2v  و يك انتها در1v يالي با يك انتها در  ،

12 نخست به برهان خلف ثابت مي كنيم اگر به ازاي دو مجموعه ناتهي          .اثبات vv   يالي بـا يـك انتهـا   ,

هيچگاه نمي تـوان بـه   1v موجود نباشد آنگاه گراف ناهمبند خواهد شد زيرا از رئوس 2v انتها در   كو ي 1vدر

  .  رفت2vرئوس 

12به  vاما بالعكس بايد ثابت كنيم اگر به ازاي هر افراز            vv 12، يالي ميان    , vv موجود باشد آنگاه گراف    ,

  .همبند است

12اگر به ازاي هر افراز  vv }                  شرط برقرار باشد و , }1 2, ,..., nv u u u=  

}آنگاه نخست فرض مي كنيم       } { }2 1 1 1,v v u v u= −  متصل خواهد بو د     iuبه راسي مانند    1u  لذا =

}حال     }2 1 1 1 iv v v v u u, ,= −  مانند قبل راسي مانند  را در نظر مي گيريم،  =
2i

u  1به راسي از رئوسv  يال



ملاحظه مي گردد با ادامه اين .  هم به آن دسته اضافه مي گردد2iuسته همبندي است  يك د  1vدارد و چون    

vvيك دسته همبندي باقي مانده و بزرگتر مي گردد تا آنجا كه              1vروش همواره     گشته و اين يعني كـل    1=

  .گراف همبند است

 اگرG كنيد در گراف ساده  ثابت.تمرين
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GE   . همبند استGآنگاه    )(

 حداكثر   به راحتي اثبات مي كنيم هر گراف ناهمبند،        .جواب
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1V  زيـرا گـراف   .  يال داردG   اگـر

12ن را مي توان به دو دسته رئوس ناهمبند باشد رئوس آ   vv 12افراز كرد كه يالي ميان , vv اگر تعـداد  .  نباشد,

  :  بگيريم آنگاه داريمV و تعداد كل رئوس را m را  1vرئوس  

  G    حداكثر تعداد يالهاي =2v    حداكثر تعداد يالهاي+1vيحداكثر تعداد يالها

( )( ) 2 221 ( 1)
2 2

V m V V m mV m V m m m − − + +− − − −
= + =

2m m+ −

( )2 2 2

2

2 2 1 2 2
2 2

V V m m V V V m V m− + − − + −
= =

  

2            و چون
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   تعداد يالها از اين تعداد بيشتر باشد آنگاه گراف همبند خواهد بودپس اگر

),( اگر.قضيه 21 vvG ،طول هر مدار آن زوج است يك گراف دو بخشي باشد .  



  .مي كنيم  را سياه 2v را سفيد و تمام رئوس متعلق به 1v تمام رئوس متعلق به .برهان

121هر دور آن را كه به صورت       vvvv m...            11 در نظر بگيريم به قرينه فرض مـي كنـيم Vv  1v  آنگـاه     ∋

  1V بايد به رئوس  برويم كه سياه مي باشند و در گام بعد الزاماً 2Vسفيد بوده و در گام بعد الزاماً بايد به رئوس      

   برسيم كه الزاماmvًبرگرديم كه سفيدند و اين حركت هاي يك در ميان سفيد و سياه را ادامه مي دهيم تا به   

و يعني  زوج بوده پس تعداد كل سفيدها و سياه ها برابر بوده و اين يعني تعداد رئوس مدار) چرا؟ ( سياه است 

2m: طول آن زوج است k k,= ∈ Z  

 تعداد يالهاي آن باشد ثابت      Eمولفه همبندي باشد و      kراسي و داراي   nگراف ساده    G اگر .قضيه

  .كنيد
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+−−≤ knknE       كنيم    حال فرض مي. زيرا در بدترين حالت تمام مولفه ها كامل هستند

ij GG ijدو مولفه با    , nn jiراسي باشند كه     , nn تعداد يالهـا در مجمـوع    iGبه  jGبا تغيير يك راس از        ،≤

  افزايش خواهد يافت زيرا

  يالها در حالت قديم و جديد تفاوت تعداد
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 مولفه، يك راسـي و  k−1پس با ادامه اين فرآيند، بيشترين تعداد يالهاي ممكن زماني خواهد بود كه 

−+1يك مولفه    knي باشد پس راس:  
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E n k n k≤ − − +  

)براي اثبات  ) Ekn   :  نخست بايد لم زير را ثابت كنيم−≥

)راسي حداقل m در هر گراف همبند .1لم )1−mيال وجود خواهد داشت .  

  .ي است كه بديهm=1 براي .اثبات به استقرا

kmفرض مي كنيم براي    .يال داشته باشد k−1راسي لااقل  k  گراف همبند =

=+1براي km،       وجود داشته باشد كه آن را و يال مربوطه را حـذف مـي كنـيم                 1 اگر راس با درجه 

يال دارند كه با يال حذف شده k−1همبندي بر هم نمي خورد پس بنابر فرض لااقل       راس باقي مانده ،    kبراي

  . يال مي شودk  كلاً

   داشته پس 2 نداشته باشيم پس تمام رئوس درجه بزرگتر يا مساوي با 1و اگر راس با درجه 
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  تعداد يالها درجاتمجموع

  :لذا حكم ثابت مي باشد

 به اين صورت نيز مي تواند تعبير شود كـه در هـر مولفـه يالهـا     1لم  حال به اثبات قضيه مي پردازيم، 

kn مولفه داشته باشيم  جمعاً حداقل تعداد يالها  kحداقل يكي كمتر از راسها مي باشند پس اگر            خواهد −

  .شد كه حكم ثابت مي گردد

، دو تا طولانيترين مسير آن لااقـل يـك راس مـشترك    Gنشان دهيد كه در هر گراف همبند    .قضيه

  .دارند



   به برهان خلف.اثبات

1      اگر دو مسير  2 1 2n mu u u v v v... , ...    

  :باشند كه هيچ راس مشتركي ندارند آنگاه داريم Gدو طولانيترين مسير 

به يكي از رئوس دومي ماننـد   ivچون  گراف همبند است پس مسيري ميان يكي از رئوس اولي مانند              

ju      وجود دارد كه بجزii vu باشند و به قرينـه فـرض كنيـد       هيچ راسي از اين دو مسير در آن ظاهر نشده            ,
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1 2 3 1

1 2 1

..., ...

... ...

i i m

j j n

v v v v v v

u u u u u

+

+

  

ijو مسير بين vu   .بناميم w را ,

1مسير 2 1i j j nv v v wu u u... ...
+

  . را در نظر بگيريد

)واضح است طول آن از       , )min m n     اين يعني دو مسير اولي دو طولانيترين مـسيرها         بزرگتر است و

  .نبودند و اين يعني تناقض

  :,uvتعريف مي كنيم فاصله رئوس  •

),(را كه با   ,uvفاصله دو راس     vud             نمايش مي دهيم طول كوتاهترين مسير موجـود در ميـان آنهـا

),(  مسير نداشت،v به uرتعريف مي كنيم و اگ vudمي گيريم! را برابر بي نهايت.  

Vwvu به ازاي هر سه راس.قضيه   : ثابت كنيد,,∋

d u v d v w d u w( , ) ( , ) ( , )+ ≥  



 زوج باشد

 فرد باشد

),(),(),(واضح است زيرا به برهان اگر        wvdvudwud  نخست بـا    wبه   uآنگاه براي رفتن از    <+

),(طول   vudبهv رفته و سپس از آن با طول),( wvd به w مي رويم پس جمعاً طول),(),( wvdvud را  +

  !تناقض. ده ايم و اين يعني مسير كوتاهتري يافته ايمپيمو

  .دو بخشي است اگر و تنها اگر دور فرد نداشته باشد G ثابت كنيد گراف .قضيه

 اثبات نموده ايم حال بايد ثابت كنيم هر  اينكه تمام دورهاي يك گراف دو بخشي زوج مي باشد را قبلاً       

  .شته باشد دو بخشي استگراف كه دور فرد ندا

  .را در نظر مي گيريم و رئوس را به دو بخش زير افراز مي كنيم uدر هر مولفه آن يك راس مانند 
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 باشد وجـود  B يا هر دو سر آن متعلق به Aحال ثابت مي كنيم هيچ يالي كه هر دو سر آن متعلق به     

  .ندارد

AxAy كه  ∋Exy اگر داشته باشيم .برهان خلف ∈∈ ,  

  

  



),(  با مسيري به طول زوج uحال ثابت مي كنيم دور فردي وجود دارد زيرا از      xud به x  رفتـه و از 

),(  با مسيري به طول زوج          yرفته و دوباره از     yآن با يك يال به     uyd به u    باز مي گرديم پس جمعاً فـرد 

  .خانه پيموده ايم و اين خلف فرض سوال مي باشد

پـس بخـش   . نيز فرض كنيم مشابه بالا دور فرد وجود خواهد داشـت        b را عضو  ,xyبراي زماني كه      

  . بخشي مي باشد2بندي داده شده معتبر بوده و گراف 

ظـاهر   نيز، G در لااقل يك دور از       متعلق به يك گذر بسته،     e و هر يال   v ثابت كنيد هر راس      .تمرين

  .مي شوند

حداقل كمر و حداكثر كمر ممكن براي   .  تعريف مي كنيم   G را طول كوتاهترين دور در       G كمر .تمرين

nراس چه مي تواند باشد؟   

2δ اگر .قضيه   . باشد ثابت كنيد گراف لااقل يك دور دارد≤

 به سادگي از يك راس دلخواه شروع مي كنيم و به دلخـواه روي يكـي از يالهـاي آن حركـت                       .اثبات

كنيم پس از آن به هر راس كه رسيديم، يكي از يالهاي غير تكراري آن را بر مي گزينيم و راه خود را ادامه         مي

 ايـن الگـوريتم ادامـه      يال دارد پس تا زماني كه به يك راس تكراري نرسيم،2هر راس لااقل مي دهيم چون    

خواهد داشت و چون كل يالها متناهي مي باشد پس حتماً الگوريتم پايان خواهد پـذيرفت و يعنـي بـه راس                     

  .تكراري مي رسيم و اين يعني وجود يك گشت بسته و اين هم يعني وجود لااقل يك دور

  )كوچكترين درجه مي باشدδ. ( دارد δ+1باشد ثابت كنيد دور آن لااقل طول  δ≤2 اگر .قضيه

  .  داردδبزرگترين مسير گراف فوق لااقل طول  .1لم 



  .اثبات به برهان خلف

....)(آن فرض كنيم بزرگترين مسير    δ≤mvvv m21باشدmv ،چون لااقـل درجـه    را در نظر مي گيريم 

از mv+1مي باشد پس به يك راس مانند  δ−1ثر  مي باشد و تعداد رئوس اين مسير بجز خودش حداك δآن  

1است كه در اين صورت مسير       رئوس ديگر متصل     2 1m mv v v v...
+

مسير طولاني تري خواهد بود و اين يعني         

  تناقض 

در گراف داده شده بزرگترين مسير آن را در نظـر مـي گيـريم و فـرض                    حال به اثبات باز مي گرديم،     

muuuكنيم به صورت  مي ≤+1باشد كه ثابت كرديم 21... δm 1، حال راسu1 ،د  را در نظر بگيريuتواند    نمي

  )چرا؟ (به راسي بجز  رئوس اين مسير   يال داشته باشد چون مسير طولانيتري ساخته خواهد شد 

≤+1كه  juدر داخل اين رئوس نيز راسي مانند       δj  1باشد وجود خواهد داشت كهu   به آن متـصل

ijuuuuحال دنباله) چرا؟ (است    .خواهد بودδ+1 دور به طول21...

  .يادآوري

 اثبات بعضي قضايا سعي مي كرديم خصوصيتي را ماكسيمم يـا مينـيمم كـرده و سـپس          تا كنون در  

  δ+1 لااقل يك مسير با طـول بزرگتـر از           δ≤2با   Gحبت كنيم مانند اثبات اينكه در گراف      درباره آن ص  

  . مسير آن را در نظر گرفته و روي آن بحث كرديمبزرگترينوجود دارد كه 

 به فرضـيات سـوال، فرضـيات     ن فن در حقيقت، كه با اي  به اين فن اثبات اكسترمال گيري مي گويند،       

  .دلخواهي را مي افزاييم

  .براي تسلط به اين روش قضاياي زير را با هم اثبات مي كنيم



ابت كنيد   دوري نداشته باشد ث    Gاگر فرض كنيم  .   باشد  E≤1  گراف ساده با      G فرض كنيم    .قضيه

G مي باشد1 داراي يك راس از درجه .  

 مـسير آن را     بزرگترينهر مسير آن متناهي است و بين تمام مسيرها اين بار نيز               ساده است،  Gچون

 مي Gون اين مسير بزرگترين مسير در   چ   يكي از رئوس انتهايي آن باشد،      uفرض كنيم   . در نظر مي گيريم   

  .  بايد در داخل مسير باشند و گرنه مسير بزرگتري بوجود خواهد آمدuباشد پس تمام همسايه هاي 

  

  

  

 داشته باشد چون دور بوجود   به هيچ يك از رئوس مسير بجز راس قبلي آن نمي تواند يالuاز طرفي 

  . خواهد بود1درجه ً  ، الزاماuپس . مي آيد

 مولفه همبندي كه هر مولفه لااقل       kو داراي   .   را در نظر بگيريد كه دور ندارد        Gگراف ساده    .تمرين

  .مي باشد.  راس دارد2

  . دارد1  راس درجه k2لااقل  ثابت كنيد 

  . در هر مولفه همبندي بزرگترين مسير آن را در نظر مي گيريم.اثبات

1   فرض مي كنيم   2 mv v v...      1ن مسير مي باشد نه   يباشد چون اين مسير بزرگترv نه  mv نمي توانند 



بجز رئوس اين مسير متصل باشند از طرفي اگر به رئوس داخلـي ايـن مـسير هـم          Gبه هيچ كدام از رئوس    

پس به ازاي هـر  .  مي باشند1 درجه  متصل باشند دور بوجود مي آيد و اين خلاف فرض است پس هر دو الزاماً 

  . خواهيم داشت1  راس درجه k2 داريم پس جمعاً لااقل 1 راس درجه 2مولفه لااقل 

ايده اكسترمال گيري به همين سادگي مي باشد و ليكن كاربردهاي فراوانـي و شـكل هـاي                   •

متفاوتي دارد كه براساس ابداء خود شما مي باشد گاهي روي مسير ماكسيمم بحث مي كنيد                

در ... را داشته باشد يا دور ماكزيمم و يـا          Xگاهي روي زير گراف ماكسيممي كه خصوصيت        

  .ادامه مباحث به نمونه هاي بسياري از اين دست خواهيم خورد

 اكسترمال و برهان خلف پر كاربرد تـرين روشـهاي اثبـات در        به طور كلي سه روش استقرا،      •

  .مسائل گراف مي باشند

knيال داراي حداقلkراس و n هر گراف با .قضيه   . مولفه است−

 مي دهـيم ثابـت كـرده    ش نمايE باشد و تعداد يالها را هم با        m  فرض كنيم تعداد مولفه ها     .اثبات

  :بوديم

( )1E n m≥ −  

kn(حال به برهان خلف اگر   : باشد آنگاه) تعداد مولفه ها >−

( )2

m n E

E n m

< −

⇒ < −

  

kn در تناقض مي باشد لذا گراف حداقل 2 با 1كه                                    . مولفه دارد−



 


