
  :گرافهاي اويلري

همانطور كه با پل هاي كونيگسبرگ آشنا شديم در بسياري موارد نياز به آن داريـم كـه تمـام يالهـا را      

  . يكبار طي كنيم و به همان نقطه شروع برگرديم دقيقاً

اشد كه از تمـام   را اويلري گويند اگر گذر بسته اي در آن وجود داشته ب         G گراف همبند    .گراف اويلري 

  .يالها بگذرد

  . به گذر بسته فوق الذكر  گذر اويلري مي گويند.گذر اويلري

  .  اگر شرط بسته بودن را از تعريف حذف كنيم.گراف نيمه اويلري

گراف اويلري همانند بازي رسم يك شكل بدون برداشتن خودكار از روي كاغذ مي باشد يعني          •

   از يك جا شروع به رسم كرد و دوباره به همان جا رسيد،اگر بتوان گرافي را به صورت پيوسته     

  :اويلري مي باشد

  . گراف زير اويلري است.مثال
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گذر بسته اويلر آن 
1 2 3 4 1 5 6 1v v v v v v v v مي باشد.  

.  لااقل يك مدار داردG   باشد،2 گرافي باشد كه درجه تمام رئوس آن لااقل Gمي دانيم اگر  .يادآوري

  .حال مي خواهيم شرط لازم و كافي را براي اويلري بودن گراف   بيان كنيم

  . يك گراف اويلري است اگر و فقط اگر درجه تمام رئوس آن زوج باشدG گراف همبند .قضيه

دقت كنيد در اين گذر به يك گذر بسته اويلري آن باشد،Cشد و  اويلري باG اگر گراف  اولاً.اثبات

راس ابتدايي هم يك (  در حركت بعد از اين راس خارج مي شود    دقيقاvًازاي هر بار ورود از يك يال به راس 

  )بار اول خارج و در آخر وارد مي شويم 

راي هر راس تعداد دفعات ورود و خروج آن يكسان بوده و از طرفي مجموع آنها پس ملاحظه مي كنيد ب

  .درجه راس را تشكيل مي دهد

  .پس بديهي است درجه هر راس گراف بايستي زوج باشد

  .گراف همبند نااويلري با حداقل يك يال و بدون راس درجه فرد باشد Gفرض كنيد كه بر عكس

 حداقل داراي درجـه دو اسـت،      Gچون هر راس  .  را با كمترين يال ممكن انتخاب كنيد       Gچنين گراف 

G      فرض كنيد  ). 2.7.1تمرين ( شامل يك گذر بسته استC   يك گذر بسته با ماكسيمم طول ممكـن درG 

CEG)( نيست و لذا Gيك سير اويلر ي     Cبنابه فرض،   . باشد )با ′Gه داراي مولف − ) 0>′Gεچون .  است

C       خودش اويلري است، راسهاي درجه فرد ندارد؛ از اين رو گراف همبند G′   دارد . هم راسهاي درجـه فـرد نـ

)چون ) ( )GG εε  Gاينـك، چـون     . تاس ′C داراي سير اويلر  ′Gنتيجه مي شود كه،   G، از نحوه انتخاب   ′>

)()( در   vهمبند است، راس     CVCV   وجود دارد، و بدون اينكه به كليـت مطلـب لطمـه اي وارد شـود،             ∩′

CCامـا در ايـن صـورت   .  اسـت ′CوCپايـان  و آغـاز  νتوان فرض كـرد كـه    مي   بـا G يـك گـذر بـسته   ′



( ) ( )CC Cε ε′    .  استGاست كه متناقض با انتخاب <

  است دو شرط براي چك كردن اويلري بودن آن كافي Gبنابراين براي هر گراف داده شده

  همبند بودن و . 1 

  . درجه تمام رئوس زوج بودن را چك نماييد. 2

  . آيا هر گراف  كه درجه تمام رئوس آن زوج باشد اويلري است.مثال

  : خير بايد همبند باشد مثال نقض .حل

  

  

  

راي دو راس درجه فرد بـوده و         دا حداكثر ، داراي يك گذر اويلري است اگر و تنها اگر            Gگراف .نتيجه

  .همبند باشد

باشد مانند برهان قبل بايد درجه تمـام رئـوس بجـز            ) نه الزاماً بسته    ( داراي گذر اويلري    G اگر .اثبات

  .رئوس ابتدايي و انتهايي گذر،  زوج باشد

شد، براي بدست آوردن گذر اويلري آن كـافي اسـت      راس درجه فرد با    2همبند داراي   G اگر  برعكس،

ما حصل گرافي همبند خواهد بود كه تمام .   به گراف افزوده و به اين دو راس درجه فرد متصل نمودuيك راس 

  .رئوس آن زوجند، اين گراف يك گذر بسته اويلري دارد



مي بريم، سمت راست و چپ آن ابتـدا و   uته را از  گذر بس  را حذف مي كنيم،  uحال از اين گذر بسته    

  .انتهاي يك گذر اويلري خواهند شد

   اويلري است؟nk هاييn به ازاي چه.مثال

  . بايد فرد باشدn  بايد زوج باشد پس  n−1و است  n−1  درجه هر راسnk چون  در  .حل

nmkهايي  ,mn به ازاي چه .مثال   . اويلري است,

، با هر حركت بر روي يال بخشي كه در آن قرار داريم عوض گراف دو بخشي دقت كنيد در .راهنمايي

  .شودمي 

  . به عنوان تمرين.حل

  

 


