
  :همبندي  - kراس برشي و يال برشي و

  .اكنون مي خواهيم با مفاهيمي كه بيان كننده ميزان همبندي يك گراف مي باشند آشنا شويم

  .نخست راس و يال برشي را تعريف مي كنيم

 تعداد مولفـه هـاي همبنـدي     يك راس برشي و يا يك يال برشي مي باشد اگر با حذف آن راس يا يال،   

  .افزايش يابد

11 در شكل مقابل لاًمث ve   .برشي مي باشند ,
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  .نمي باشند برشي 1نتيجه رئوس تنهاي و رئوس درجه 

مي باشد كـه حـذف آنهـا تعـداد       G مجموعه يالهايي از    ،G مجموعه ناهمبند ساز يالي گراف       .تعريف

  . را افزايش مي دهدGمولفه هاي

مي باشد كه هيچ زيـر   G  مجموعه ناهمبند سازي يالي گراف      نيز،G مجموعه برشي يالي گراف    .تعريف

  . نباشدGمجموعه نابرابر آن، ناهمبند ساز يالي

تعريف مي كنـيم و مفهـوم    Gندازه كوچكترين مجموعه برش يالي گرافعدد همبندي يالي را برابر با ا    

 اگر عـدد   !. در مقابل حذف حداكثر چند يال مي تواند مقاومت كند و ناهمبند نشود             Gآن اين است كه گراف      



  . را همبند يالي نامندG باشد آنگاه,GKهمبند يالي

  . براي راسها نيز برقرار مي باشد تعاريف فوق دقيقاً •

"  همبند -k"  همبند راسي و نيز به اختصار -kباشد آنگاه به  ,GKاگر عدد همبندي راسي  •

  .مي گويند

  .  راس كه يك يال برشي داشته باشد لااقل يك راس برشي نيز دارد2ا بيش از هر گراف همبند ب .قضيه

uveفرض كنيم .اثبات   .يال برشي مفروض باشد =
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21، رئوس به دو مولفه همبندي    eو با حذف   vv دارد بنـابر   راس 3از آنجا كه گراف لااقـل   . افراز شوند ,

21 راس داشته و فرض كنيم  2اصل لانه كبوتري يكي از اين مولفه ها لااقل      ≥V    آنگاه ادعـا كنـيم ،v راس 

  )چرا؟ ( نيز قطع خواهد شد  uبا  1V، ارتباط راس ديگرvبرشي خواهد بود زيرا با حذف

uve يال   .قضيه eG مي باشد اگر و فقط اگر در      G يك يال برشي   = )  هيچ مـسير − ),u v  موجـود 

  .نباشد

 به هم متصل باشند همانطور كه در شـكل واضـح اسـت       e بجز    با مسير ديگري   ,uv اگر     .برهان خلف 

  .از مسير ديگري نيز برقرار مي باشد e بجز ,uv برشي نخواهد بود زيرا ارتباط eديگر 



  

  

uve يك يال  .قضيه .  مي باشد اگر و فقط اگر به هيچ دوري تعلق نداشـته باشـد             Gيك يال برشي     =

 باشـند پـس   G يـالي از يـك دور    uv  زيرا اگـر ،يك طرف اين قضيه كه فوراً از قضيه قبل نتيجه مي گردد          

  .  برشي نخواهد بودe نيز وجود خواهد داشت پس eسير ديگري بجز م,uvميان

 برشي مي باشد زيرا بنابه برهان خلف اگر نباشد      eبه هيچ دوري تعلق نداشته باشد،        eاما بالعكس اگر  

 به آن مسير يك دور بوجود خواهـد        e وجود خواهد داشت كه با افزودن      ,uv  مسير ديگري ميان      eبا حذف   

  .آمد كه با فرض در تناقض مي باشد

  . نخواهد بودGرشي باشد ثابت كنيد راس بG راس برشي v  اگر .قضيه

پس  Gناهمبند مي شود هم  G باشد پس با حذف آن هم Gهم G راس برشي هم vفرض مي كنيم  

ه دو دسـته   G نيست هم رئوس ,ABافراز مي گردد كه هيچ يالي بين    ,ABدو دسته    به   Gهم   11  بـ AB ,  

  . وجود ندارد 1B با1A افراز مي گردد كه هيچ يالي بين 

1AAx فرض كنيدحال 1BBy و ∋∩ ∩∈    

)  آنگاه  ) ( )GExyGExy ∉∉   . ممكن نيستيكه چنين چيز,
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  . هر گراف ساده همبند حداقل دو راس دارد كه برشي نيستند.قضيه

ي ايـن مـسير     ثابت مي كنيم رئوس ابتـدايي و انتهـاي        .  بزرگترين مسير آن را در نظر مي گيريم        .اثبات

  .برشي نيستند

پس لااقل به يكي از رئوس غير راس اول بزرگترين مسير برشي باشد،        اگر يكي از آنها مثلاً     .برهان خلف 

مسيري طولانيتر از مسير بزرگترين فرض كرده وجود دارد و اين يعنـي              از اين دور مسيري داشته و اين يعني       

  .تناقض

  

  

  :همبند -k گراف هاي

همبند آنجا ظاهر مي شود كه يك شبكه ارتباطي در برابـر نقـض چقـدر قـدرت                   -k مفهوم گرافهاي 

وقتي از گراف يك شبكه شروع به حذف يالها مي كنيم، الزاماً همبندي بر هم نمي خورد و هدف ما . تحمل دارد 

  .ي خود را از دست دهدارزش گذاري به حداقل تعداد يالهايي است كه بايد حذف شود تا گراف همبند



   .تعريف

يال بايد از گراف حـذف شـوند تـا    kهمبند يالي گويند اگر لااقل    k را G گراف   .همبند يالي k-گراف  

  .گراف همبندي خود را از دست دهد

  .  يال اگر به هر ترتيبي حذف كنيم همبندي بر هم نمي خوردk−1 تا كمتر از  به بيان ديگر،

nknn ثابت كنيد گراف كامل.مثال )(, 21   .همبند يالي است −<

  . به عنوان تمرين.حل

) ثابت كنيد.المث )2 nn k>  ،نمي تواندnهمبند يالي باشد.  

  . همبندي بر هم مي خورد.   يال منتهي به يك راس را حذف كنيدn−1 به سادگي تمام .حل

  تعريف

 بايد  راس kهمبند گويند اگر براي ناهمبند كردن آن لااقل        -kراGمشابه قبل گراف   .همبندk–گراف  

).از گراف حذف شوند )Vk <  

  . راس را از آن حذف كنيم همبندي پابرجا مي ماندk−1به بيان ديگر به هر شكل كه  

  .  را بدست آوريدnk عدد همبندي گراف .مثال

   به عنوان تمرين.حل

  . همبند-2گرافهاي 

مجزا هـستند اگـر هيچكـدام      دو مسير دروني  . ي كنيم  همبند آغاز م   -2با مشخص ساختن گرافهاي     

  .شامل نقطه پاياني راسي از ديگري نباشد

 و فقط اگر، هر جفت        همبند است اگر،  -2  كه داراي حداقل سه راس باشد،      G  يك گراف بيسوي   .قضيه



)(, GVvu   . مجزا در   به هم وصل شوند–  مسير دروني −,vuجفت   به وسيله يك ∋

را از   u حذف يك راس نمي توانـد       مجزا باشد، مسيرهاي دروني  - ,vuداراي   G هنگامي كه    .اثبات

vچون اين مطلب براي هر جفت . جدا كندuv, ،برعكس،.  از اين رو شرط كافي است در نظر گرفته شده است  

),(با استقرا روي.  همبند است  -G ، 2فرض كنيم كه       vud ،   ثابت مي كنـيم كـه G اراي دودvu,-   مـسير

  . مجزا مي باشد–دروني 

),(=1هنگامي كه vudگراف ،uvG )زيرا   همبند است،− ) ( ) 2=≥′ GkGk  

uvG مسير در   -,vuيك      uv مسير متشكل از خود يـال -,vu  است كه از G مجزا در  –دروني   −

  .باشد

) براي گام استقرا،   , ) 1d u v k= مـسيرهاي   -,yxداراي  Gرا در نظر مي گيريم و فرض كنيم كـه            <

kyxd  مجزا مي باشد، هر گاه     –دروني <≤  - ,vuروي يك كوتاهترين     v  راس پيش از    wفرض كنيم    1),(

=−1داريم. مسير باشد  kwud  مجزا – مسيرهاي دروني   - ,wuداراي   Gفرض استقرا   بر  و از اين رو بنا     ),(

PQ, چون  .  استwG wG    همبند است،−  Pاگر اين مـسير از . است Rمسير مانند  -,vuشامل يك  −

 شـريك   ,PQممكن است در راسهاي دروني با هـر دوي         R اما     به پايان كار رسيده ايم،       اجتناب  كند،   Qيا

QP باشد كه به   R از    آخرين راس  xفرض كنيم   . باشد  مي توانيم فـرض كنـيم        نابر تقارن، ب.  متعلق است  ∪

x P∈ .,u v -   زير مسير ازP  را با vx,- زير مسير از R تركيب مي كنيم تا يكvu,- مجزا -مسير دروني 

wvQاز    . به دست مي آوريم∪
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 مجـاور    ،yبا افزودن يك راس جديـد        Gاز ′G و   همبند باشد،  - kيك گراف   G اگر   )بسط لم   . ( لم

Gk آنگاه   به دست آيد،، G   راس از k حداقل   .همبند است - ,′

Syاگر.   است  ′Gيك مجموعه جداساز از      S فرض كنيم    .اثبات }، آنگاه     ∋ }yS −،  G جدا مـي   را

≤+1پس    كند، kS .  اگرSySyN ∉⊆ kSآنگاه   ، )(,  ـ   Gبايد   S،   در غير اين صورت    ≤  و   د،را جدا كن

kSهمباز  ≥.  

) اگر.قضيه ) 3≥Gn، همبند را مشخص مي كنند -2و گرافهاي (  شرايط زير هم ارزند  آنگاه .(  

  .همبند است و داراي هيچ راس برشي نيست G .الف

)به ازاي هر  . ب ),x y V G∈،,x y-  مجزا وجود دارند–مسيرهاي دروني .  

)به ازاي هر  .پ )GVyx   .وجود دارد ,xyر ميانيك دو,∋

)  . ت ) 1Gδ   .روي يك دور مشترك قرار مي گيرند ،G ، و هر جفت از يالها در≤

ا      ,xyدورهـاي شـامل     . است) ب(و  ) الف( چند قضيه قبل هم ارز       .اثبات  -,yxجفتهـاي    متنـاظر بـ

ه       ) ت ( ،)پ( ⇐) ت(براي  ). پ (⇔ )ب( پس     مجزا هستند،  –مسيرهاي دروني     ,xyرا براي يالهاي متصل بـ

  .مطلوب به كار مي بريم

) همبنـد اسـت و         -G،   2، فرض كنـيم   )ت( ⇐ )پ(،  )الف(براي   )GExyuv را بـا   wراسـهاي . ,∋



}همسايگي   }vu,   وz    را با همسايگي{ }yx,   به G بنابر بسط لم، گـراف   . مي افزاييمG′   همبنـد  -2حاصـل 

 اين   هستند،2هر يك داراي درجه  ,wzچون.  در  قرار دارندC روي يك دور مشترك ,wzو از اين رو  است،

uwvدور بايد شامل مسيرهاي    xzy و   ,, uwvمسيرهاي  . xy يا   uv اما نه مسيرهاي    ، باشد ,, xzy و   ,, را  ,,

  .  به دست آيدGجايگزين مي كنيم تا دور مطلوب در  xy و uv  به جاي يالهاي Cدر 

و افزودن يك  uvعبارت است از عمل حذف G از يك گراف بيسوي uvزير تقسيم يك يال .تعريف

uwvمسير    .wميان يك راس جديد ,,

  

  

  

 همبنـد  -G،  2به دست آمده از زير تقـسيم يـك يـال          ′Gآنگاه گراف   شد، همبند با  -G،  2 اگر .فرع

  .است

  ′Gثابت مي كنيم كه هر دو يال از . به زير تقسيم  به دست مي آيد w با افزودن′G فرض كنيم .اثبات

مگر  استفاده مي كنيم، G از دور تضمين شده در براي هر جفتي كه شامل   يا نباشد،. روي يك دور قرار دارند

براي يك جفت .  بگذرد,uv ميانw استفاده كند، كه در اين حالت آن را تعديل مي كنيم تا از uvآنكه آن از 

}و يكي از   xyمتشكل از  }wvuw,،  دور حاصل ازuvxy,  را درG تعديل مي كنيم؛ اين مطلب در مورد 

{ }uw wv,نيز انجام مي گيرد .  

هايي براي يك رده از گرافهـاي        ساختاري يا شيوه هاي تجزيه مي توانند به الگوريتم         مشخص سازيهاي 

 همبند داراي يك مشخص سازي هستند كه ساخت چنين گرافهايي را از يك دور               -2رده گرافهاي   . بيانجامند



  .بيان مي كند

 ، كـه    G ميـان دو راس از     l≤1  با طول  G افزودن مسيري است به     ،G يك مسير افزودن به    .تعريف

1−l             يك تجزيه دسته عبـارت اسـت از    . راس جديد را ارائه مي كند؛ مسير افزوده شده يك دسته مي باشد

)يك افراز    )GE      01  به مجموعه هاي PPPk 0PCبه طوري كه       ,...,,   i≤1بـه ازاي   iPيك دور باشـد،  و       =

01يك مسير افزودن به گراف تشكيل شده به وسيله  PPi   .باشد −,...,

  

  

  

 هـر دور   علاوه بر ايـن، . ك تجزيه دسته باشد داراي ي  و فقط اگر،  همبند است اگر،-2 يك گراف   .قضيه

  . دور آغازي در يك تجزيه دسته است  همبند،-2در يك گراف 

 -2 كافي است نشان دهيم كه افزودن مسير، حافظ   همبند هستند،-2چون دورها .  كفايت شرط  .اثبات

.  افـزوده شـوند  G همبند -2باشند كه بايد به گراف     Pنقاط پاياني يك دسته   ,uvفرض كنيم . همبندي است 

uvGافزودن يك يال نمي تواند همبندي را تحويل كند، پس          تسلسلي از زير تقـسيمهاي  .  همبند است-2 +

uvGيال، PG را به +   . همبندي است-2بنابر فرع قبل  هر زير تقسيم حافظ  ند؛تبديل مي ك ∪



  در C  را از يـك دور  G، يك تجزيه دسـته از      G همبند   -2 با در نظر گرفتن يك گراف        .لزوم شرط 

G  فرض كنيم     .  مي سازيمCG =o .       فرض كنيم يك زير گراف iG       اگـر  .  ايـم  را با افزودن دسته ها سـاخته

GGi )را از    uv آنگاه مي توانيم يك يال       ≠ )iGEG ) و يك يال      − )iGExy∈   چون  . را انتخاب كنيمG ،

 باشد كه شـامل     ′Cمسيري در  Pفرض كنيم   . قرار دارند  ′C روي يك دور مشترك    ,uvxy همبند است    -2

uv  ًدو راس از      و دقيقا iG  ،هر كدام در يك انتهاي         مي باشدP .  حالP        دسته اي است كه مي تواند به  iG 

 جذب  Gاين فرآيند هنگامي پايان مي يابد كه همه .    به دست آيدiG+1افزوده شود تا يك زير گراف بزرگتر        

  .شده باشد

 2 همبند نيز مي باشد، اما عكس آن برقرار نيست، پس تجزيه گرافهـاي  – يال -2   همبند، -2هر گراف   

  .اثبات آن ساده تر است. همبند نياز به عمل كليتري دارد–يال –

  

 


