
  قضيه اويلر

 -حه را به دو قسمت تقسيم كرده است در واقع يك مثلث است كه صف–را در نظر مي گيريم    3Kگراف

 3 يـال و  3 راس، 3:  تقسيم كنيم آنچه خواهيم داشت عبارتند از 3Kاگر بخواهيم اجزاي صفحه را با توجه به    

  .نگهاي متفاوت مشخص شده اندوجه كه در شكل با ر

  و تعداد e تعداد يالها را با ،vتعداد رئوس را با 

  3Kيعني در . نشان مي دهيم f را باح سطو

 2=f  3   و=e3   و=v  

گيج مي شويد مي توانيد از اين به بعد گرافتـان را روي يـك               ها   اگر فكر مي كنيد در مورد تعداد وجه       

  :در اين صورت شايد از لحاظ شهودي بهتر باشد. كره فرض كنيد

  

  

  

  .م من گراف زير  را انتخاب مي كنمثلاً. حال يك گراف دلخواه بكشيد

) من گراف زير    مثلاً .گرافي كه رسم كرده ايد حساب كنيد       را براي  ,veحالا   )R      م را انتخاب مـي كـن :



  مثلاً من خواهم داشت 

17=v   18   و=e  3   و=f  

  !يك چيز عجيب

  

  

  

  

  

)عدد زير  )C 3 و   را براي اين گرافKحساب مي كنيم .  

                       fevC +−=  

3K:                                                2233براي گراف  =+−=C  

R :                                             231817براي گراف =+−=C  

 نرسيده ايد دوبـاره  2 اگر شما به عدد - به دست مي آيد2  برابر Cمي بينيم كه براي هر دو گراف عدد    

سد  اين موضوع در نظر اول عجيب مي ر- يالي همديگر را قطع نكرده باشند     بشماريد و نيز دقت كنيد هيچ دو      

  . مي باشد2 براي هر گراف مسطح Cقضيه زير در خواهيم يافت كه عدد  ولي با اثبات

  . كشف كرده است1750 معروف است كه اويلر آن را در سال ربه قضيه ي چند وجهي اولاين قضيه 

 قضيه  اند ولي آنها   ع نبوده رما نيز از اين موضوع بي اطلا      نان قبل از اويلر مانند دكارت و ف       البته رياضيدا 

شبيه اين فرمول در مواقع تعميم آن در      . حالات و با اثبات كامل نمي دانسته اند       را به صورت كلي و در همه ي         

  . معروف استپوانكاره-با عنوان قضيه اويلر) يكي از شاخه هاي مهم رياضي محض ( توپولوژي جبري 

R



رسم شده باشد به طـوري  ) كره (  روي صفحه    Gمسطح   اگر گراف    ).فرمول چند وجهي اويلر      ( .قضيه

  : وجه باشد آنگاه داريمf يال و eراس،   Vدارايكه 

( ) 2C G v e f= − + =  

داراي  Gابتدا فرض مي كنيم كه . بات مي كنيم   حكم را با استقرا بر روي تعداد دورهاي گراف اث          .اثبات

=+1و  f=1به راحتي ديده مي شود كه .  يك درخت استGهيچ دوري نباشد، يعني  ev در نتيجه    

( ) 1 1 2C G v e f e e= − + = + − + =  

ا كمتـر از            حال فرض مي كنيم فرمول اوي      دور  nلر براي گرافهاي همبند ترسـيم شـده روي صـفحه بـ

vef در نظر مي گيريم كه در آن  رادور n شامل  G گراف همبند.صحيح باشد يـب  را مانند قبـل، بـه ترت   ,,

 را در نظر مي گيريم كه در واقع يك دور Cوجه گراف مانند يك . فرض مي كنيمتعداد راس ها، يالها و وجه ها   

در واقع مرز    P يال   . نيز فرض مي گيريم    نام گذاري مي كنيم   ,PE را كه    C يكي از اضلاع وجه   . نيز مي باشد  

pGرا فـرض كنـيم گـراف حاصـل يعنـي       Pپس اگر يـال .    است′C  با وجه ديگري مانند  Cبين وجه    −  

پس از تعداد دورها نيـز    ).   يكي شده اند   ′Cو   C وجوه(  وجه خواهد شد     f−1يال و      e−1  راس، vداراي

PG پس فرمول اويلر طبق فرض اسـتقرا بـراي   –يكي كم مي شود چرا كه از تعداد وجه ها يكي كم شده            − 

  .صدق خواهد كرد

  :يعني داريم

                               211 =−+−− )()( fev  

  :پس خواهيم داشت

2=+− fev  



  .پس طبق استقرا حكم نتيجه مي شود

 را يك ماكسيمال مسطح ناميم هر گاه با اضافه كردن يك يال بين هر كدام از                Gگراف مسطح   : تعريف

 چـرا   تگراف مكعبي زير يك گراف مسطح نيس      . رافي نامسطح تبديل شود   به گ  G دو راس غير مجاور، گراف    

 وجهـي يـك     8 گراف     گراف مسطح باقي مي ماند،      مشخص شده است،   eكه با اضافه كردن يالي كه به عنوان         

eKگراف ماكسيمال مسطح است، هم چنين        هر يك از يالهاي  e( ست  نيز يك گراف ماكسيمال مسطح ا     5−

5K    4گراف  . ).   مي تواند باشدK   با توجه به مثالهـاي فـوق  مـشاهده    .  نيز يك گراف ماكسيمال مسطح است

بودن هر يـك از  شكل هاي آنها ويژگي مشتركي مابين اين گرافهاي ماكسيمال مسطح مي بينيم كه آن مثلثي    

 همه ي گرافهـاي نامـسطح وجـود     در واقع به سادگي مي بينيم كه اين ويژگي در ميان  -وجوه اين گرافهاست  

 مي توان هر يك از قطرهاي اين وجه در صورت رسـم       ا كه اگر وجهي غير مثلثي وجود داشته باشد،         چر -دارد

  :مساله را در شكل زير بهتر مي توانيد ببينيد. شدن مسطح بودن گراف به هم نمي خورد

  

63 آنگاهV≤3 يال باشد وe راس و v يك گراف ماكسيمال مسطح با  G اگر.قضيه −= Ve.  

 مي باشد   6هر وجه آن بزرگتر يا مساوي     . يريددر نظر گ  را   وجه   fبا G گراف ماكسيمال مسطح     .اثبات

  :پس داريم.   يال استeراس و  V داراي Gو 

( )2 6
P V

q deg p V
∈

= ≥∑  



  :بنابراين

Ve 3≥  

63با ين قضيه است كه در گراف هاي مسطحكه تناقض  −≤ Ve.  

   .V≤4يال در نظر مي گيريم كه   eراس و V را گرافي ماكسيمال مسطح باG .قضيه

iVرا راسهاي از درجه يi خواهيم داشت. نام گذاري مي كنيم:  

3 4 5 7 8 9 103 2 12 2 3 4V V V V V V V ...+ + = + + + + +  

   داريم.اتاثب

3 4 5

3 4 52 3 4 5

V V V V

e V V V

...

,

...

= + + +

= + + +

  

63ماكسيمال مسطح است خواهيم داشت     Gاز آنجا كه     −= Ve        ضـرب   6، حال معادله ي اول را در 

  :در نتيجه . كرده و معادله ي دوم را از آن كم مي كنيم

 
3 4 5 7 8 9 10

3 4 5 7 8 9 10

6 2 3 2 2 3 4

3 2 12 2 3 4

V e V V V V V V V

V V V V V V V

...

...

− = + + − − − −

⇒ + + = + + + + +

  

در اولين نگـاه مـي بينـيم كـه     . حال اين مساله را مي خواهيم براي گراف هاي دو بخشي بررسي كنيم        

. پس هيچ گراف دو بخشي ماكسيمال مسطح وجود ندارد. گراف هاي دو بخشي هيچ مثلثي را شامل نمي شوند    

در واقع با اضافه    . گراف مكعبي مثالي از يك گراف دو بخشي مسطح است كه ديديم ماكسيمال مسطح نيست              

حال قضيه ي زير را . ودن يا مسطح بودن خارج مي شود   گراف از حالت دو بخشي ب       كردن هر يال به اين گراف،     



  :اثبات مي كنيم

خــواهيم  V≤3 يــال باشــد و eراس و   vي مــسطح و دو بخــشي بــا  گرافــGهــر گــاه  .قــضيه

42داشت −≤ Ve.  

  . اثبات مانند معادل همين قضيه براي گراف هاي مسطح است كه كمي قبل اثبات كرديم.اثبات

  :پس خواهيم داشت. با اين تفاوت كه در اينجا در حالت ماكسيمال همه ي وجه ها مربعي شكل هستند

  2 4 2e f e f≥ ⇒ ≥  

  :يعني 

2 2 4 2 42
ev e v e e v− + ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ −   

  .  نامسطح استK,33 گراف دو بخشي كامل .قضيه

69:    داريمK,33 در .اثبات ==⇐ ve ,   

4629 −×≥  

  . مي باشد5 هر گراف مسطحي شامل حداقل يك راس از درجه ي كوچكتر يا مساوي .قضيه

موجود است كه درجه هر راس آن طبـق          G يعني گراف مسطح     - فرض كنيم اين چنين نباشد       .اثبات

  . يال احاطه گشته است3 بوسيله   آنچه كه در بالا گفته شد يك مثلث بوده و دقيقاً

fe از آنجا كه هر يال متعلق به دو وجه است خواهيم داشت         32 براي آگاهي از درستي اين تساوي . =

)تعداد دوتايي هاي  hفرض كنيم . شمريموجه ها و يال ها را از دو راه مي   )pt,  باشد كه در آنt  يك مثلـث 

fh  وجود دارد خواهيم داشتمثلث f كل  يال و در   3 آنجا كه هر مثلث شامل       از. است tيالي از    pو   3= .

را با شمردن يالها حساب كنـيم   hپس اگر بخواهيم    . همچنين هر يال گراف در بين دو وجه مشترك مي باشد          



eh يعني  هر يال را دو بار بشماريم،تكافيس 2=:   

  :پس داريم

efef 3
223 =⇒=  

  :  مسطح است يعني طبق قضيه قبلGاز طرفي داريم گراف 

2=+− feV  

  :خواهيم داشت

2 2 3 6 3 6
3

V e e V e e V− + = ⇒ − = ⇒ = −  

  :قضيه بعد نتيجه ي فوري اين قضيه است

63 بيش از  راس، V≤3 هيچ گراف مسطحي با.قضيه −V يال ندارد .  

  . مسطح نيست 5K گراف .قضيه

105 داريم    5K در گراف    .اثبات == eV 9653يعني  , =−×>e     5پـس طبـق قـضيه ي قبـلK 

  .نامسطح است

  . خود غير مسطح است رافي غير مسطح باشد،بديهي و مشهود است كه هر گرافي كه شامل زير گ

يك طرف قضيه حالت خاص گزاره ي بالاست و بديهي مـي            . اما قضيه ي زير بايد براي شما جالب باشد        

  : دشوار  بوده و از اثبات آن مي پرهيزيم اما طرف عكس آن نسبتاً  باشد،

گر و تنها اگر شامل هيچ زير گراف يـك   مسطح است ا G گراف   .) Kuratowskiكوراتووسكي  ( قضيه  

  .نباشد K,33  يا 5Kريخت با

 


