
  اصل اکسترمال 

 ي باشد که ميع وساده مي اصول و فنون با دامنه کاربرد وس يک سر يده مجهز به    ي دان ورز  ياضير

ژه نبوده و در ي وين اصول و فنون وابسته به موضوع    يا. ديي مختلف استفاده نما   يتواند از آنها در حالت ها     

ه طـور        ين اصول فکر نم   ي دان به ا   ياضير. ت استفاده را دارند   ي قابل ياضي ر يه شاخه ها  يکل  کند بلکـه بـ

 بود که در فصل اول از آن بحث شـد و امـا   يي ناوردا ، ن اصول ي از ا  يکي باشد   يناخودآگاه از آن مطلع م    

 ـ «.  شود يلات است مورد استفاده واقع م     ي که بحث درباره تبد    ياصل اکسترمال زمان   ل ي شـما تبـد  يوقت

 يم پرداخت کـه دارا يبه بحث درباره اصل اکسترمال خواه     ن فصل   يدر ا » .دي باش ييد به دنبال ناوردا   يدار

هم » ريمتغ«ن اصل روش يبه ا. اد آن را به خاطر سپردين زيد با تمري باشد که باي مي پردامنه ا يکاربردها

  . افتيار آسان دست ي بسي توان به اثبات هاين روش ميبا ا.  شوديگفته م

 ـ گو ياصل اکسترمال به ما م    . مي برسان ک حالت را به اثبات    يم وجود   ي کن ي م يبتدا سع ا د کـه بـا    ي

حالت حاصل نشان . دي کن يمم آن را بررس   ينيمم و م  ي ماکز ي حالت ها  يد برخ ي کن ين حالت سع  يانتخاب ا 

 ـ تغي با کميد ولي نما يت خواسته شده است هر چند کاملاً با آن منطبق نم          ي وضع يبيدهنده تقر   ير رويي

 وجود داشته باشـد انتخـاب    ينه ساز ي به ي برا ي مختلف ياگر راه ها  . دي توان رس  ي م يتوابع به حالت اصل   

 ـ      ياصل اکسترمال بس  .  باشد ي از آنها بسته به نظر ما م       يکي تم روش  ي توانـد الگـور    يار خـلاق اسـت و م

  . ساختن آن حالت را به ما نشان دهد

 ـ هندسـه، نظر ينه هاي مثال به کمک اصل اکسترمال در زم چيدينن بحث به حل     يدر ا  اف، ه گـر ي

  . مي پردازيم پرداخت، اما در ابتدا به سه اصل معروف ميه اعداد خواهيات، نظريبيترک



 ـح  ي از اعداد صـح    A مثل   يهر مجموعه محدود نامشخص    .الف  ـيا حق ي  ـ ي دارايق ک عنـصر  ي

   .مم است يماکسک عنصر يمم و ينيم

 ـا. ن عضو است  ي کوچک تر  يح مثبت دارا  ي از اعداد صح   ير ته يرمجموعه غ يهر ز   .ب   «ن را  ي

  .  نامنديم» يبياصل خوش ترت

 ـمـال ن ينيا ميمال ي عضو ماکس ي ضرورتاً دارا  يقي از اعداد حق   Aمجموعه نامحدود     .ج  . ستي

 Aمم ين کران بالاست که آن را سوپري کوچک تري از بالا کران دار باشد، آنگاه دارا   Aاگر  

آن را ن اسـت و    يين کـران پـا    ي بزرگتـر  ين کران دار باشـد دارا     يي از پا  Aاگر  . مي نام يم

  . مي نامي مAمم ينفيا

AA باشد آنگاه AA∈ Supاگر  Max  Sup AA  آنگاهAA∈ Inf و اگر = Min )( Inf = .  

    .مثال

   کند؟يم ميک صفحه را به چند بخش تقسي خط حداکثر n .الف

  .  گردديم مي فضا به چند بخش تقسي صفحه در حالت کلn با .ب

 ي بـرا يک نفر مبتـد  ي. مي ده يش م ي نما nS و   nPم ها را با     يدر حالت الف و ب تعداد تقس        .حل

1)( کند که    ينجا شروع م  ين مسائل از ا   يحل ا  nn pfP 1)( و   += nn SgS قـت بـا اضـافه      يدر حق . +=

  د که ي آي به دست ميبه سادگ) صفحه(ک خط يکردن 

11 ++=+ nPP nn  

nnn PSS +=+1  



 ـ يه و اساس ا   ي پا يست چون رابطه بازگشت   ي ن يچ اشکال ين استدلال ه  يدرواقع در ا   وه تفکـر   ين ش

ه   ) الف(در حالت . ديک مسأله حل کن تجربه گرا ممکن است مسأله را در ذهن خود حل نما             ياست   مـا بـ

  . ک برقرار کردن استيک به ي تناظر ي اساسي از اصول شمارشيکي. مي پردازي کردن مسأله مشماره

  

  

  1شکل

  

 ـک به  ي بخش از صفحه را به صورت        nP توان   يا م ين است آ  ين سوال ا  ياول  يک بـه مجموعـه ا  ي

ب  ي بتوان آن را شمرد؟ ترک     يمربوط ساخت که به آسان    







2
n    نقطه برخورد nـي خط را به آسان   تـوان  ي م

ن  يبنابرا) اصل اکسترمال (ک بخش وجود دارد     يقاً در   ين برخورد دق  يياما پا . افتي







2
n      ـ بخش را بـا  ک ي

ه    يک خط افق  يو   شوند،   ين واقع نم  ييم، بخش ها بدون نقاط اشتراک در کران پا        ينقطه اشتراک دار    را بـ

1+nکند مانند شکل بالايم مي قسمت تقس  .  



 ـ n+1ن يبنـابرا . ن نقطه خط ها نسبت دادي توان به طور منحصر به فرد به ا ين بخش ها را م    يا ا ي
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پس .  سازنديک راس در فضا مي سه صفحه .ب

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3
n ک يک نقطه اشتراک ي راس وجود دارد که با

پس  .  سازند يبخش از فضا را م    

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3
n    ـن دار ييک نقطه اشتراک پا   ي بخش با   ـم هـر بخـش بـا        ي ک راس  ي

   فضا عبارتند از ين در بخش هايبنابرا. دي نمايم مي قطعه صفحه تقسnP را به يک صفحه افقيمشترک 
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 بخش از فـضا حـداقل     nSن  يد در ب  ي نشان ده  n≤5م  يفرض کن :  بخش ب  ادامه .مثال
4

32 −n 

  ). HMO,1973( وجود دارد يچهاروجه

جه يک مسأله حل کن با تجربه اغلب با توجه به نتي.  کنديجه مسأله را ساده تر مي نتي بررس .حل 

 بخـش از    nS باشد که در     يي ها ي تعداد چهاروجه  ntم  يفرض کن .  پردازد ي راه حل مسأله م    يبه جستجو 

م که يابت کن د ث يپس با . وجود دارند فضا  
4

)32( −
≥

ntnيد که روي گوي به ما مي حدس عدد n  صـفحه 

با توجه به استدلال فوق . ر باشدي بخش پذ4د بر ين تعداد با ين ا يبنابرا.  وجود دارد  يحداقل دو چهاروجه  

 ـ يا.  صفحه باشدn از يکي lم  يفرض کن . افتي توان راه حل مسأله را       ي م يبه راحت  ه دو ن صفحه فـضا را ب

در .  باشدي مي شامل راس ها  1Hم فضاها مثلاً    ي از ن  يکيحداقل  . دي نما يم م ي تقس 2H و   1H يم فضا ين



1H    ما راس D ن فاصله نسبت به ي را کمترeـ   ـ گي در نظر م ترک  فـصل مـش  D) اصـل اکـسترمال  (م يري

ABCDT ماننـد  يک چهاروجهي 3e و e ،1e ،2eن ي باشد و بنابرا  ي م 3e و   1e  ،2eصفحات    ـ تعر= ف ي

  .  کند به شکل مقابليم

                         

  2شکل

  

ه        يکي Tن  يبنابرا.  تقاطع ندارد  T مانده با    ي صفحه باق  n−4ک از   يچ  يه وده کـه بـ  از بخش ها بـ

 ـ با 'eنيد، بنابرا ي را قطع نما   T ي چهاروجه 'e مانند   ياگر صفحه ا  .  صفحه به وجود آمده است     nله  يوس د ي

ن ي دارد و اD تا e از يد که فاصله کمتري قطع نماQ مانند ي را در نقطه اCD و AD ،BD يال هايز  ايکي

  . تناقض است

ک صفحه باشند، پـس    يحال اگر رئوس در هر دو طرف        .  صفحه صادق است   n هر   يمطلب فوق برا  

 يهـاروجه  صفحه سـه چ nن يم در ا  ي است نشان ده   يحال کاف . ندي آ ي به وجود م   يحداقل دو چهاروجه  

  .  باشنديک طرف صفحه واقع ميوجود دارد که تمام رئوس آن در 

 وجود داشته 4e و 1e  ،2e  ،3eم چهار صفحه    يفرض کن . مي کن يض ثابت م  ين مطلب را با مثال نق     يا

   ريزشکل .  کنندي ميه بندي را ناحABCD يآنها چهاروجه. باشد



  

  3شکل

  

 E را در نقطـه  ABم امتداد يفرض کن. دي را قطع نمايال چهاروجهي تواند هر شش  ين صفحه نم  يا

33 در دو طرف مختلف صفحه E و Bپس . ديقطع نما )( eACDe   . ک تناقض استي شود که ي واقع م=

ک يشتر از ي نابيک مثلث با مساحتي يهر سه نقطه ا . شند با يک صفحه واقع م   ي نقطه در    n .مثال

  .  باشندي وافع م4شتر از ي به مساحت نابين نقاط در مثلثيد تمام اييثابت نما. دارند

                               

  4شکل 

  

ن تمام نقاط    ي در ب   .حل







3
n    سه نقطه A  ،B و  Cمم يم که مساحت آن مـاکز يري گي را در نظر مF 

. مي کني سه خط به موازات اضلاع مقابل مثلث رسم م  ABCاز رئوس مثلث    . F≥1واضح است که    . باشد



111مثلث   CBA   441د که مساحت آن     ي آ ي به دست م ≤− FF 111م کرد مثلث يثابت خواه.  است CBA 

111 در خارج مثلث Pک نقطه مثل يم يفرض کن.  باشندي نقطه مnدر بردارنده تمام  CBA واقع باشد پس 

 BCPپس مثلـث  .  باشندي واقع م 11CB از سه ضلع مثلث مثلاً       يکيک طرف   ي در   P و نقطه    ABCمثلث  

 ABCمال بودن مساحت مثلث يک تناقض دربازه ماکسين يا.  خواهد داشتABCش از مثلث ي پيمساحت

  .  باشديم

 ـ   ي از آنها بر    ييچ سه تا  يک صفحه مفروضند که ه    ي نقطه در    2n .مثال  يک خـط راسـت واقـع نم

} يمزرعه ها  ن نقطه ها  ياز ا تا  n. باشند }nFFFF ,,, 21 K=  سازند ي را م  .n  يمانده چاه ها  ي نقطه باق 

{ }nWWWW ,,, 21 K=  ک ي م که هر چاه را به  يم بساز ي مستق ياز ما خواسته شده جاده ا     .  سازند ي را م

 ـچ يخته شوند که ه ساي توانند طورين جاده ها ميد ايثابت کن. ديمزرعه وصل نما   را قطـع  يگـر يک دي

  . نکند

WFfک  يک به   يک نگاشت   ي  .حل  ـ iFاگر ما از هر مزرعه . مي کنيف م ي تعر :→ ک جـاده  ي

)(م  يمستق iFf  ن همه  يم در ب  يفرض کن . مي کرده ا  يستم جاده ها را طراح    يم، س ي را بساز!n ـي جاده   يک

 ـن س يم ا يفرض کن . ميشن راه را دارد انتخاب کرده با      يرا که کوتاه تر     يستم جـاده هـا قطعـه خـط هـا          ي

 و mkWF ين جاده هـا را بـا جـاده هـا      ي داشته باشند به شکل مقابل ا      nkWF و   miWF مانند   يمتقاطع

niWF ـن اي شود، بنابراي کوتاه تر ميث مثليساوم، مجموع طول جاده ها به خاطر نامي کنين ميگزي جا  ن ي

  . ستيجاده خواسته شده ن



  

  5شكل 

  

 ـثابت کن.  استWگر ي وسط دو نقطه دWهر نقطه   .  از صفحه است   ي مجموعه نقاط  W  .مثال  Wد ي

  .  نامحدود استيمجموعه ا

ست که  اB و A شامل دو نقطه مانند Wآنگاه . ک مجموعه محدود باشدي Wم ي فرض کن.اثبات اول

mABفاصله آنها     باشد مطابق شـکل  W از  D و   C نقطه وسط دو نقطه      Bحال اگر   . مال باشد ي ماکس =

ABADمقابل ABACا ي < > .  

  

  

  6شکل



 يم نMنقطه . ن نقطه آن باشدي دورترM در طرف چپ و نقطه Wم تمام نقاط ي فرض کن .اثبات دوم 

}ک عضو ي باشد چون W متعلق به  A و   B يانيتواند نقطه م   }BA,  باز در طرف چپ نقطـه M ـ   ي واقـع م

  . شود که ناممکن است

  . ک مثلث باشندي اضلاع  که توان سه قطر انتخاب کردي محدب ميک پنج ضلعي در .مثال

  

  7کلش

   کند که يجاب مي اي مثلثيساو باشد نامين قطر پنج ضلعي بزرگترBEم ي فرض کن.حل

BD CE BE CD BE+ > + >  

  . ک مثلث ساختي توان ي مCE و BE ،BDن با يبنابرا

  . ک مثلث ساختي توان يال همرس مي با سه ي در چهاروجه.مثال

  آنگاه .  باشدABCDال ين ي بزرگترABم ي فرض کن .حل

0)()()()( >−++−+=−++−+ ABBCACABBDADBABDBCABADAC  

+−<0ا يپس  ABADAC 0ا ي>−+ BABDBC .  



 ي واسطه حسابيهر نقطه ا.  شده انديح مثبت نام گذار  ي صفحه با اعداد صح    ي نقاط شبکه ا   .مثال

  ). ن، راست، چپييبالا، پا( خود است ياز چهار نقطه کنار

  .  شده با هم برابرنديد تمام اعداد شماره گذاريثابت کن

وط     يري گ يم m را   ين شماره گذار  ي کوچکتر  .حل  L يگيدر همـسا  .  اسـت  Lبـه نقطـه     م که مربـ

abcd   وجود دارند، آنگاه  =⋅,

)1(                      mdcbadcbam 4
4

=+++⇒
+++

=  

maحال  ≥ ،mb ≥ ،mc md و ≤   ن ي ها درست باشد بنابراين چهار نامساوي از ايکياگر . ≤

4a b c d m+ + + >  

  ن ي باشد بنابرايمتناقض م) 1(که با رابطه 

mdcba ====  

  .  خواهد بودm برابر ين تمام شماره گذاريبنابرا

له ح مثبت مسأ ي اعداد صح  ي مثبت به جا   يقين کردن اعداد حق   يگزين مسأله ساده بود، اما با جا      يا

در . ن عضو را داشته باشـند     يد که کوچک تر   ي نما يجاب نم ي ا يقيچون اعداد حق  .  شود يده م يچيار پ يبس

 ـي ميول. ن موضوع الزام آور استي ايبيح مثبت به خاطر اصل خوش ترتي اعداد صحي که برا  يحال م ي دان

  .  آن وجود نداردي براي راه حل ساده اين حالت درست است وليمسأله در ا

  . ر جواب ندارديح مثبت معادله زي اعداد صحيد برايابت کن ث.مثال

)(3 2222 uzyx +=+  



22ن ي توان فرض کرد کـه بـا کوچـک تـر    يم. م معادله جواب داشته باشد   ي فرض کن   .حل   yx + 

),,,(حال اگر . مسأله حل شده باشد dcbaمي معادله باشند داري جواب ها :  

⇒⇒+⇒+=+ babadcba 3,33)(3 222222  

11 3,3 bbaa ==  

             )(3)(3)(9 2
1

2
1

22222
1

2
1

22 badcdcbaba +=+⇒+=+=+  

),,,(گر به صورت يک عده جواب دين يبنابرا 11 badcم کهي به دست آورده ا  

 2222 badc   . ک تناقض استي که +>+

  م که ين موضوع سود برديدر راه حل از ا

baba 3,33 22 ⇒+  

  . دين حکم را خودتان ثابت کنيا

 1933 طرح شـد و در سـال   1893لوستر در سال يله سين مسأله به وسيا. لوستري مسأله س .مثال

 در چند خط با اصل اکسترمال توسط        1948د و سپس در سال      ي حل گرد  يده ا يچي به روش پ   يتوسط گال 

  . ده استي حل گرديکل

 ـيحه است که هر خط گذرنده از دو نقطه از نقطه سوم از صف ي شامل نقاط  Sوعه محدود   ممج  ي نم

  .  باشنديک خط واقع مي يد تمام نقاط رويثابت کن. گذرد

),(زوج . ستندين نقاط هم خط نيم اي فرض کن   .حل LPمانند ي عبارت است از خط L ي و نقطـه ا 

 fم يفرض کن. مم باشدينيمه فاصله اش از خط مم کيري گي را درنظر ميحال نقطه ا. Lرواقع بر ي غPمانند 



 بر c و a ،bن بنا بر فرض حداقل سه نقطه يبنابرا.  وارد شده استL بر خط P است که از نقطه ي عموديپا

   واقع باشند به شکل مقابل fک طرف ي در b و aم دو نقطه مثلاً يفرض کن. خط قرار دارد

                         

  8شکل 

  

 ـ باشـد و ا ي مd کمتر از ap تا bک تر باشد آنگاه فاصله ي نزدa تا   f به   bم  يو فرض کن   ن تنـاقض  ي

  . است

ک طرفـه وصـل شـده    يک جاده يله  يگر فقط به وس   ي به شهر د   يا هر شهر  ي در کشور اسکان   .مثال

گر يک شهر د ياکثر به واسطه    ا حد يم و   ي به آن مستق   ي وجود دارد که از هر شهر      يد شهر يثابت کن . است

  . دي توان رسيم

                  9شکل             



 باشد کـه  ي شهرMم يو فرض کن. ک شهر باشدي به ي منتهي حداکثر جاده ها   mم  ي فرض کن   .حل

و . متصل هستند M باشد که به ي شهرm مجموعه Dم  يفرض کن . حداکثر جاده ها به آن وصل شده باشد       

RXاگر  .  باشد D و موجود در     M نامتصل به    ي مجموعه تمام شهرها   Rم  يفرض کن   ي باشد پس شـهر  ∋

DEمانند     يعنيد ي رسM توان به يق آن مي وجود دارد که از طر∋

MEX →→  

 ـ تـوان از طر    ي م X  وجود نداشته باشد، پس به شهر      Eن  ياگر چن   ـ M و از    D يق شـهرها  ي د ي رس

ه  يبنـابرا .  استMک تناقض نسبت به فرض در مورد ي شود که ي مي منتهX جاده به  m+1ن  يبنابرا ن بـ

  . دي توان رسيهر شهر به طور حداکثر به حالت حکم مسأله م

nnn صفحه شطرنج  ي رو يي رخ ها  .مثال ن تعـداد  ي رخ کمتـر nواضح است کـه  . ار دارند قر××

nn شطرنج   ي باشد که تمام خانه ها     ي م يرخ  توان گفت که ي چه مnRاما درباره  . دي نما يد م ي را تهد  ×

nnn شطرنج يبتوانند خانه ها   . د کندي را تهد××

م که قرار گرفتن رخ    يد بدان ياما در ابتدا با   . مي را حدس بزن   nن  يکوچکترم  ي کن ي م ي ابتدا سع  .حل  

××1ف  ي رد n. ردي گ يها در فضا چگونه صورت م      nn ي مربع ها  ي رو nn م و آنها را بـا    ي ده ي قرار م  ×

 ـشکل ز. ف واقع استي را دارد که در آن رديهر رخ شماره ا. مي کني مي شماره گذارKn,,1,2اعداد   ر ي

   دهد يد نشان مي نماي را که به حدس زدن کمک مييحالت ها
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 قرار گرفتـه انـد و تمـام    3n يدر مکعب ها رخ Rم يفرض کن. د حدس خود را اثبات کرد    يحال با 

ف تعداد رخ ها حـداقل      ين رد يم در ا  ي کن ي را انتخاب م   Lف  يما رد . د کرده اند  ي را تهد  ي درون يمکعب ها 

رد  توان فرض ک   ي رخ باشد م   t ي دارا lف  ياگر رد .  باشد ي مواز 21xxن ردف با صفحه     يم ا يفرض کن . است

 ـ يد و همچني نمايد ميتهد 2t کند و يد مي جهت تهد1xف را در ي رد1t رخ tکه    ـين فـرض م م کـه  ي کن

21 tt 1ttواضح است که    . < 2tt و   ≤ ))(( توانند   يخ ها نم  ن ر ي ا Lف  يدر رد  . ≤ 21 tntn  خانـه را    −−

 ـ 31xx صـفحه  يف مـواز ي ردnحال تمام .  باشند ي م 3xند چون آنها در جهت      يد نما يتهد  ي را درنظـر م

1tnدر  . ميريگ  ـ وجود ندارد، چون با    Lف  ي از رد  يچ رخ ي ه − ))((د حـداقل    ي 21 tntn  رخ داشـته    −−

   رخ وجود دارد پس t حداقل 1t يف هايپس در رد. ميباش

2
)2(

2
)())((

2
1

2
2
1

2
1121

ntnttntttntnR
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+=+−≥+−−≥  



م ي زوج داشته باش  يهاn يمم است که برا   يني م ي وقت يسمت راست تساو  
2

2nي و برا nفـرد  يها 

م يداشته باش
2

12 +nت داردير کفاين تعداد بنابر شکل زي شود ايده مي دي، به سادگ .  
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در . ک فنجان قـرار دارد    يک،  يدر مقابل هر    .  نشسته اند  يره ا يز دا يک م ي هفت کوتوله دور     .مثال

ه  ي از کوتوله ها شيکي. تر استي ل3ر وجود دارد که مجموع آنها      ي از فنجان ها ش    يبعض ر فنجان خود را بـ

ن کار را ير کوتوله ها هم همي ساعت سايدر جهت عکس عقربه ها    . ختير فنجان ها ر   ي در سا  يطور مساو 

 ـين عمل را انجام داد در هر فنجان به اندازه اول        ين کوتوله ا  ينکه هفتم يبعد از ا  . انجام دادند  ر وجـود  يه ش

  . ر بوده استيد در هر فنجان در ابتدا چقدر شين کنييداشت تع

  



ح يجواب صح .حل  
7
6,

7
5,

7
4,

7
3,

7
2,

7
 آسان يين جواب ها اصل ناوردايحدس زدن ا.  و صفر است1

  . است

م داشـته اسـت پـس       ي را قبل از عمل تقس     ixر به اندازه    يمم مقدار ش  ي ماکز Aم کوتوله   يفرض کن 

ام به اندازه    iن کوتوله از کوتوله     يپس ا .  مقدار هستند  6x ... و   1x  ،2x ي دست راست او دارا    يکوتوله ها 

6
ixکند پس يافت مير دري ش   

)1(                                
6

654321 xxxxxx
x

+++++
=  

xxi ي برا21K=iکه  ≤ .  

 توانند وجود داشـته باشـد       ي نم يعلامت تساو ) 1( وجود داشته باشد در رابطه       يک نامساو ياگر  

  ن يبنابرا

xxxxxxx ====== 654321  

 ـ شود کـه توز    ي بسته م  ين به سادگ  يبنابرا. افت کرده است  ير در ي ش يپس کوتوله مقدار مساو    ع ي

  ر به صورت يش

6
6,

6
5,

6
4,

6
3,

6
2,

6
,0 xxxxxx  

د که ي آيتر به دست مي ل3پس از 
7
6

=x .  

ندگان سه  ير نما ين سا ي حداکثر در ب   ينده ا يهر نما . ک مجلس است  يا  ي پارلمان کشور اسکان   .مثال

 ـم کرده که هز کـس فقـط         ي توان به دو مجلس چنان تقس      ين مجلس را م   يد ا يثابت کن . دشمن دارد  ک ي

  . دشمن در مجلس خود داشته باشد



نـده  يک نما ي باشد که    ي تعداد دشمنان  Eاگر  . مي کن يم م ي دو مجلس تقس    افراد پارلمان را به     .حل

 از يچـون، اگـر بعـض   . مال باشـد جـواب اسـت      يني م E که در آن     يدر قسمت خودش دارد، قسمت بند     

 ـيگر برايک دشمن در قسمت د   يندگان حداقل دو دشمن در قسمت خودش داشته باشد پس           ينما  يش م

 ـم، کـه ا يابي ي دست مEمم مقدار ينيگر ما به ميت دبا قرار دادن آن فرد در قسم      . ماند  ـن ي ک تنـاقض  ي

  . است

چ سه ي چنان انتخاب کرد که ه100000ح مثبت کوچک تر از ي عدد صح1983 توانن يا مي آ.مثال

  ). IMO و 1983. (ل ندهندي تشکيک تصاعد حسابي از آن ييتا

همه کمتـر از  . ح باشدي عد صح1983ش از ي شامل بيتم که حي سازي مT مانند  ي مجموعه ا  .حل  

yyx معادلـه  در يعني ندهند يل تصاعد عدديچ سه تا از آنها تشک    ي که ه  ي باشند، به طور   510 2=+ 

  . صدق نکنند

 رقـم  11 حـداکثر  2 يش آنها در مبنايح مثبت است که نمايه اعداد صحي متشکل از کل   Tمجموع  

19831211پس )  ندارد2 رقم يعني(ک است يک از آنها صفر با يدارد که هر   تا از آنها موجود است −<

  ن آنها عبارت است از يو بزرگ تر

5102 10885733331 <=++++ L  

Tzyx يد بـه ازا   يحال فرض کن        ∈,,  ،yzx Ty ي بـه ازا 2y باشـد عـدد      +=2  تنهـا  ∋

 ـيد پس نتيد رقم به رقم با هم منطبق نماي باz و xن ي است بنابرا2 و   0متشکل از ارقام      شـود کـه   يجه م

zyx   . ر استيست و انتخاب موردنظر امکان پذي ني سه جمله ايچ تصاعد حسابين شامل هي بنابرا==



 ـيره محي چنان وجود دارد که داC و A ،Bس مجاور  محدب سه را  يضلعn در هر    .مثال  مثلـث  يط

ABC تمام nپوشاندي محدب را ميضلع  .  

حـال مـسأله را بـه دو    . مال اسـت ي از آنها ماکـس يکيره ها ين تعداد محدود از دا    ين ا ي در ب   .حل

  . ميي نمايقسمت م

  .  پوشاندي را ميضلعnمال يره ماکسي دا.الف

  .  گذرديراس مجاور ممال از سه يره ماکسيدا   .ب

 ـ ب'Aم راس يم که فرض کني کن ين طور اثبات م   يقسمت الف را ا     ـرون از داي  ABCمال يره ماکـس ي

 ـپس دا.  محدب هستنديک چهارضلعي رئوس   'A و   A  ،B  ،Cواقع شود که      ـيره محي  از A'BC مثلـث  يط

  . ک تناقض استين ي بزرگ تر خواهد شد و اABC مثلث يطيره محيدا

 Bن  ي ب 'Aم  يمال باشند و فرض کن    يره ماکس ي دا ي رئوس رو  C و   A  ،Bم  يفرض کن . اثبات قسمت ب  

 شود، يره واقع مين نقطه داخل دايل حکم قسمت الف ايبه دل. ز نباشديره نين داي اي واقع باشد و رو  Cو  

  . ک تناقض استين ي شود که ايمال ميره ماکسي بزرگ تر از داA'BC مثلث يطيره محياما باز هم دا

  . ح باشديک عدد صحي تواند ي نمnح مثلث ي هر عدد صحي برا2nد ي ثابت کن.مثال

 ـSد اگر يح نمايک عدد صح  ي را   2n باشد که    nح  ي مجموعه اعداد صح   Sم  ي فرض کن   .حل  ي ته

  .  استkک عضو حداقل مانند ي ينباشد دارا

)k)12حال عدد    م يري گي  را درنظر م−

222)12( kkk −=−  



Skو چون    )k)12هـم   ،   ∋ 22 و هـم     − kk  نيح مثبـت هـستند بنـابرا      ي اعـداد صـح    −

Sk ∈− kk اما   )12( <−  ـ Sپس  .  است ن عضو بود در تناقض    ي کوچکتر kنکه  ي پس با ا   )12(  ي ته

  . ستيا ني گو2 آن است که ي باشد که به معنيم


