
  دو گونه شمردن

 مـورد   ين، روش هـا   ين حال پراسـتفاده تـر     ين و در ع   يباتري از ز  يکيم  ين قسمت قصد دار   يدر ا 

ز، لازم يقبل از هر چ. مي کني را بررسDouble countingا يبات، به نام دوگونه شمردن ياستفاده در ترک

ه  ل ي درک مساي برا يشتري ب يم تا آمادگ  ين روش اشاره کن   ي به خود ا   ياست اندک  حاصل شود؛ همان گونـ

م و چون ي را از دو روش متفاوت بشماريباتيت ترکيک کميدا است، ما قرار است که ين روش پيکه از نام ا

 و  يهيار بد ين روش، بس  يد ا يدر وهله اول، شا   . عتا با هم برابرند   ي شمارند، طب  يز را م  يک چ ين دو روش،    يا

 شوند؛ ين روش حل مي با استفاده از ا   يباتيل ترک ي مسا  از ياريست و بس  ين گونه ن  يد؛ اما ا  يساده به نظر آ   

 ـ آيل به کار مي از مساياري در حل بس–ار ساده اش ي  با صورت بس- يهمان گونه که اصل لانه کبوتر    د؛ ي

 ي دو مقدار به دست آمده استفاده مي فقط از اصل برابر– يقا مثل اصل لانه کبوتري دق–ن روش هم يدر ا

 يکين فصل تا حد امکان به هر دو قسمت که يصل، شامل دو قسمت است که ما در ان روش، در ا يا. ميکن

 يباتي ترکي استفاده از آن در اثبات هايگريت و ديک کمين روش در به دست آوردن مقدار ياستفاده از ا

 گذشـته  يادهـا ين فصل، به فراخور موضوع از مثـال هـا و سـوالات المپ   يدر ا . مي کن ي باشد، اشاره م   يم

حال بهتر است کـه  . م کردي از موضوعات هم اشاره خواه   يوتر استفاده نموده به منابع بعض     ي و کامپ  يضاير

  . ميشتر آشنا شوين روش، بيقدم در راه گذشته، با ا

nk به ازاي هر.مثال   : ثابت کنيد1≥>
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= A عضوي مجموعه ي k طرف چپ تعداد انتخاب هاي زير مجموعه هاي .حل  {1, 2, …, n}   را

  به ما مي دهد، ولي طرف راست چطور؟ مسلماً طرف دوم بايد همين مقدار را به ما بدهد، اما چگونه؟

  : را به دو قسمت تقسيم مي کنيمA عضوي kزير مجموعه هاي 

 . هستندnزير مجموعه هايي که شامل  •

 عـضوي مجموعـه   k – 1زير مجموعه هاي تعداد اين زير مجموعه ها برابر است با تعداد  

nAA}{ي  عـضوي  k – 1  به هر يک از زير مجموعه هـاي  nزيرا با اضافه کردن . ′=−

 nبه دست مي آيد که شامل   A عضوي مجموعه ي k، يک زير مجموعه ي ′Aمجموعه ي

 ′A عـضوي مجموعـه ي  k – 1    طبق تعريف تعداد زير مجموعه هاي  . است و برعکس

برابر است با







−
−

1
1

k
n.  

 . نيستندnزير مجموعه هايي که شامل  •

 عـضوي   kتعداد ايـن زيـر مجموعـه هـا برابـر اسـت بـا تعـداد زيـر مجموعـه هـاي                         

nAA}{مجموعــه ــر مجموعــه هــاي  . ′=− ــز تعــداد زي  عــضوي kطبــق تعريــف ني

 برابر است با′Aي مجموعه






 −
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n 1.  

 برابـر اسـت     A عـضوي مجموعـه ي       kبنابراين طبـق اصـل جمـع تعـداد زيـر مجموعـه هـاي                

با
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1
  . و چون دو طرف تساوي يک کميت را مي شمارند؛ پس با يکديگر برابرند1

  :ر را ثابت کنيد تساوي هاي ترکيبياتي زي.مثال

1)الف
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 نفر است که ترتيب انتخاب افراد مهـم  n نفر از بين   k سمت چپ، تعداد راه هاي انتخاب        .الف. حل

 نفر kبراي انتخاب . مقدار سوق دهيم تا اتحاد ثابت شودسعي مي کنيم طرف راست را هم به همين          . است

را از )  نفرk – 1( ام k طريق انتخاب کرد و سپس نفرات دوم تا n نفر، ابتدا مي توان نفر اول را به nاز بين 

1 نفر باقي مانده بهn – 1بين 
1
−

−
n

kP1پس طبق اصل ضرب حاصل برابر است با.  طريق انتخاب کرد
1
−

−
n

knP.  

سعي .  است که ترتيب انتخاب افراد مهم استn نفر از بين k سمت چپ، تعداد راه هاي انتخاب .ب

ين   kبراي انتخاب . مي کنيم طرف راست را هم به همين مقدار سوق دهيم تا اتحاد ثاتب شود            n نفـر از بـ

nرا به)  نفرk – 1( ام k – 1نفر، ابتدا نفر اول تا 
kP  (n – k + 1) طريق انتخاب کرد و سپس نفر آخر را به −1

nپس طبق اصل ضرب حاصل برابر است با. طريق انتخاب کرد
kPkn 1)1( −+−.  

سعي .  است که ترتيب انتخاب افراد مهم استn نفر از بين k سمت چپ، تعداد راه هاي انتخاب       .ج

ين   kبراي انتخاب . مقدار سوق دهيم تا اتحاد ثابت شود      مي کنيم طرف راست را هم به همين           n نفـر از بـ

 طريق انتخاب کرد و     nرا به   ) Aشخص  ( انتخاب شود    نيستنفر، ابتدا مي توان يک نفر از افرادي که قرار           

n−1اين کار را به.  نفر را انتخاب کردk  نفر باقي مانده n – 1سپس از بين     
knPي توان انجام داد  طريق م

 بـار  n – k نفري که انتخاب نشده اند مي توانست باشد، پس هر حالتي را n – k هر يک از Aولي شخص 

−1در نتيجه جواب مسئله برابر است با. شمرده ايم

−
n

kP
kn

n.  

ا جمع  دقت کنيد که از مثال هاي فوق در مي يابيم که در اثبات هاي ترکيبياتي تساوي ها، هر کج                  

ديديم بايد از اصل جمع و هر کجا ضرب ديديم بايد از اصل ضرب و هر کجا تقسيم ديـديم بايـد از روش           

اگر اين روش را در پيش بگيريد اثبـات  . تقسيم يک کميت بر تعداد بارهاي تکرار هر حالت استفاده کنيم     

  .تساوي هايترکيبياتي آسان مي شود



  :بت کنيد تساوي هاي ترکيبياتي زير را ثا.مثال

.الف
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 عضوي انتخاب نموده، سپس يک عضو را به عنوان k فرض کنيد که مي خواهيم يک تيم       .الف. حل

تان تيم را که  نفر عضو تيم را انتخاب نمود و بعد کاپي   kاز يک طرف، مي توان      . کاپيتان تيم انتخاب نماييم   

 طريق انتخاب نمود nو از طرفي، مي توان ابتداف کاپيتان تيم را به        . حاصل سمت چپ تساوي خواهد بود     

  . عضو ديگر تيم را، که حاصل طرف راست تساوي خواهد شدk – 1و سپس 

 k کارگر انتخاب نمـوده و سـپس از بـين کارگرهـا              m نفر   n فرض کنيد که مي خواهيم از بين         .ب

 کارگر را انتخاب نمود و بعد سرکارگرها را کـه حاصـل          mاز يک طرف، مي توان      . ر انتخاب نماييم  سرکارگ

و از طرفي، مي توان ابتدا، سرکارگرها را به        . سمت چپ تساوي خواهد بود    







k
n        طريـق انتخـاب نمـود و 

  . کارگر ساده را، که حاصل سمت راست تساوي خواهد شدm – kسپس 

اثبـات  ) روش جبـري ( به نظرتان آيد که مثال هاي قبلي را به آساني مي توان با بسط دادن               شايد

  !!)اگر توانستيد. (حال، سعي کنيد مثال هاي بعدي را هم با بسط دادن به دست آوريد. کرد

  : تساوي هاي ترکيبياتي زير را ثابت کنيد.مثال

∑                  : رابطه ي واندرموند.الف
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 m عضوي از يک مجموعه ي p طرف راست، تعداد راه هاي انتخاب يک زير مجموعه ي . الف.حل

+ nي م. سعي مي کنيم طرف چپ را هم به همين مقدار سوق دهيم تا اتحاد ثابت شود.  عضوي مي باشد

حال، هر زير مجموعه .  عضوي افراز کردn عضوي و ديگري m عضو را به دو مجموعه يکي m + nتوان     

p عضوي از اين مجموعه ي m + n ،عـضوي kpk )( ≤≤o   عـضو از مجموعـه ي اول و p – k  عـضو از 

 ـ    kمجموعه ي دوم دارد؛ يعني در حالتي که از مجموعه ي اول               pيم زيـر مجموعـه ي    عضو را انتخاب کن

عضوي را به 
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mحال .  طريق مي توان ساختkهر يک از مقادير بين o تا p را مي تواند بگيرد 

∑پس طبق اصل جمع تعداد زير مجموعه هاي مورد نظر برابر است با             = 
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 که ايـن مقـدار    

  .به اين ترتيب حکم اثبات شد. سمت چپ تساوي است

 و سپس   n قرار دهيد    P و   mاين مسئله حالت خاصي از قسمت الف است، کافي است به جاي             ) ب

از رابطه ي 
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nاستفاده کنيد .  

  : تساوي هاي ترکيبياتي زير را ثابت کنيد.مثال

)(: چي- رابطه ي چوشي.الف kn ≥                        
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زيـرا مـي تـوان    . رز مـي باشـند  معروف هستند، هم ا»  چي -چوشي« روابط بالا که به روابط       .حل

ي ب را با توجه به اين که زابطه
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nlmحال اگر در رابطه ي بالا، قرار دهيد  . نوشت kl و+= پـس  . ، به رابطه ي الف مي رسـيم =

  .تنها رابطه ي الف را اثبات مي کنيم

+ kمي دانيم سمت راست رابطه ي الف برابر است با تعداد زير مجموعه هاي   عضوي مجموعـه  1 

= Sي   {1, 2, …, n + حال سعي مي کنيم تعداد اين زير مجموعه ها را به طريق ديگري بشماريم  . {1 

+ kبراي اين کار زيـر مجموعـه هـاي    . که به سمت چپ رابطه ي الف برسيم ر اسـاس   S عـضوي  1   را بـ

  : به دسته هاي زير تقسيم مي کنيمبزرگترين عنصر موجود در آن

+ nنصر آن بزرگ ترين ع •         باشد، که تعداد اين زير مجموعه ها برابر است با1 







k
n. 

           باشد، که تعداد اين زير مجموعه ها برابر است باnبزرگ ترين عنصر آن  •






 −
k

n 1. 

   با باشد، که تعداد اين زير مجموعه ها برابر استn – 1بزرگ ترين عنصر آن  •






 −
k

n 2. 

+ kبزرگ ترين عنصر آن  •         باشد، که تعداد اين زير مجموعه ها برابر است با1 







k
k. 

+ kبه طور کلي تعداد زير مجموعه هاي   باشد برابر اسـت  p که بزرگ ترين عنصر آن S عضوي 1 

بــا






 −
k

p                         عــضوي مجموعــه يkاز ايــن مجموعــه هــا يــک زيــر مجموعــه ي   pزيــرا بــا حــذف . 1

{1, 2, …, p – 1} حاصل مي شود و با اضافه کردن p       ه هـر يـک از زيـر مجموعـه هـاي  عـضوي  k بـ

+ k ، يک زير مجموعه ي  {p – 1 ,… ,2 ,1}ي مجموعه  به دست مي آيد که بـزرگ تـرين   S عضوي 1 

11ونحال چ.  استpعنصر آن  +≤≤+ npkدر نتيجه داريم ،:  
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  .به اين ترتيب حکم ثابت شد

 نفر بـراي    k روز، هر روز     bدر طي   .  نفر براي يک اردوي تفريحي به خارج از شهر رفته اند           n .مثال

)(خريد مايحتاج اردو به شهر مي روند       nk  روز به شهر λه هر دو نفري دقيقاً در     در ضمن مي دانيم ک    . ≥

  :روابط زير را ثابت کنيد.  روز به شهر رفته استrرفته اند و هر نفر دقيقاً در 

)1()1()الف −=− krnλب                     (bk =  nrج                                (







=
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در هـر  .  روز به شهر رفته است     rاين فرد، در    .  را در نظر بگيريد    A فرد دلخواهي مانند     .فال. اثبات

از طرف .  نفر به شهر رفته استr(k – 1) با A نفر با وي به شهر رفته اند؛ بنابراين در مجموع، k – 1روز، 

بنـابراين در مجمـوع ايـن فـرد         . رفتـه اسـت    روز به شهر     λديگر اين فرد، با هر يک از افراد ديگر، در         

)1(با −nλ1()1(پس ثابت کرديم که.  نفر به شهر رفته است( −=− krnλ.  

از طرف .  نفر به شهر رفته اندnr روز به شهر رفته است بنابراين مجموعاً   r مي دانيم که هر فرد       .ب

= nrپس .  نفر به شهر رفته اندbkنابراين  نفر به شهر رفته اند، بkديگر، در هر روز   bk.  

 نفـر   kاز يک طرف در هر روز       .  تعداد کل جفت هايي که در کل به شهر رفته اند را مي شماريم              .ج

يعني







2
k      پس مجموعاً .  جفت نفر به شهر رفته اند
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k

b    دو از طرف ديگر هر.  جفت نفر به شهر رفته اند 

ه شـهر رفتـه انـد، پـس            λنفري با هـم دقيقـاً       بـار بـ







2
n

λ            د ا هـم بـه شـهر رفتـه انـ در .  جفـت بـ

نتيجه
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مي باشد که روي اين  » طرح هاي ترکيبياتي  «مسئله بالا، اساس يک بخش زيبا در رياضيات به نام           

  .رز ساختن آنها بحث مي ند و کاربردهاي زيادي هم داردگونه موارد و نيز ط

   يباتيت ترکيک کميبه دست آوردن مقدار 

ک مـساله،  يمنظور از دوگان . مي کنيق دوگان آنها، حل ميل را از طر   يشتر مسا ين روش، ما ب   يدر ا 

 ـ که متناظر با آن کم   يت، به شمردن مقدار   ي پرداختن به شمردن خود کم     يآن است که به جا     اسـت،  ت ي

  .مي کنيک مساله ساده شروع ميبا . ميي مساله را هموار نماين گونه، سختيم و بديبپرداز

 ساخت به طوري که مجموع درايه هـاي هـر سـطر آن    n * m آيا مي توان ماتريسي به ابعاد  .مثال

  مثبت و مجموع درايه هاي هر ستون آن منفي شود؟

.  آيد؛ ولي با اندکي توجه، به سادگي حل مي شود شايد اين مسئله در نگاه اول، مشکل به نظر.حل

ايده ي اصلي حل، اين است که مجموع اعداد همه ي سطرها و مجموع اعداد همه ي ستون ها، هر دو يک 

کميت را مي شمارند و آن، مجموع تمام اعضاي ماتريس است و مسلماً اين مقدار نمي تواند هم مثبـت و                      

  .ان پذير نيستهم منفي باشد؛ يعني اين کار، امک

   عضوي چقدر است؟n مجموع تعداد عناصر تمام زير مجموعه هاي يک مجموعه ي .مثال

 بياييد اين مسئله را به صورت ماتريسي بيان کنيم و از ايـده ي مـسئله ي قبـل،                    .ولروش ا . حل

nnيک ماتريس . کمک بگيريم   عدد، يـک سـتون و       nز   را به اين روش مي سازيم که براي هر کدام ا           2×

 ماتريس را برابر يک قـرار  (i, j) زير مجموعه، يک سطر در نظر مي گيريم و درايه ي n2براي هر کدام از

 ام تعلق داشته باشد، صورت مسئله       i به زير مجموعه ي      S ام مجموعه ي     jمي دهيم، اگر و فقط اگر عضو        

  )چرا؟. (جود در اين ماتريس مي شودتبديل به شمردن تعداد يک هاي مو



 از طريـق  -اگر کمي دقت کنيد، متوجه مي شويد که صورت مسئله از ما، شمردن تعداد يک ها را            

حال مجمـوع اعـضاي   .  مي خواهد-شمردن تعداد يک هاي هر سطر و جمع زدن عددهاي به دست آمده     

 کـافي اسـت کـه    .دست مـي آوريـم  ک هاي هر ستون، به ماتريس مورد نظر را از طريق شمردن تعداد ي   

ببينيم در هر ستون چند تا يک وجود دارد؛ و يا به بيان ديگر ببينيم تعداد زير مجموعه هـايي کـه يـک           

12عضو خاص به آن ها تعلق دارد، چقدر است؟ به راحتي مي توان ثابت کـرد کـه هـر عـضو در               −n  زيـر 

  چرا؟. مجموعه آمده است

12ضو داريـم و هـر عـضو در         ع nحال، چون    −n          زيـر مجموعـه آمـده اسـت، تعـداد يـک هـاي 

12ماتريس −× nnتاست که اين همان مقدار خواسته شده است .  

 عـضوي برابـر اسـت       n عضوي يـک مجموعـه ي        k مي دانيم تعداد زير مجموعه هاي        .روش دوم 
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  )چرا؟. (

kAAA تعداد دنباله هاي.مثال ,...,,   . را که در شرايط زير صدق مي کنند، به دست آوريد21

{ }

{ }1 2

1,2,..., 1

... 1, 2,...,

i

k

A n i k

A A A n

⊆ ≤ ≤

=U U U

  



 * n براي اثبات، مانند مسئله ي قبل عمل مي کنيم؛ بدين ترتيب که براي هر دنباله، ماتريس              .حل

k           مي سازيم که در آن سطرها، نمايشگر زير مجموعه ها و ستون ها نمايشگر اعضا هستند و اگـر عـضو i 

را برابر يک و در غير اين صورت، برابر صفر  (i, j) ام تعلق داشته باشد، درايه هاي iام، به زير مجموعه ي 

اکنون، حل مسئله معادل مي شود با اين که تعداد ماتريس هايي را که متناظر با اين دنباله . قرار مي دهيم

ابتدا، ببينيم که اين ماتريس داراي چه خاصيتي است؛ تنها خاصيت ايـن مـاتريس               . ها هستند، بشماريم  

ه     .  يک بار، عدد يک آمده استاين است که در هر ستون حداقل       حال، با توجه به ايـن نکتـه، مـسئله بـ

12 ستون داريم و هر ستون       nراحتي قابل حل مي باشد؛ زيرا        −k    حالت مختلف مي تواند داشته باشـد  .

nk برابر- که متناظر با تعداد دنباله ها است-بنابراين تعداد اين ماتريس ها) چرا؟( )12(   . مي باشد−

= A مجموعه .مثال  {1, 2, …, k}  دنباله ي. را در نظر بگيريدnTTT ,...,,  يک زنجيره به طول 21

n       خوانده مي شود، اگر هر يک از iT         ها، يک زير مجموعه از مجموعه ي A 11 باشد و براي هر −≤≤ ni ،

⊇+1داشته باشيم  ii TT تعداد زنجيره هاي به طول ،nرا محاسبه کرده و ادعاي خود را ثابت کنيد .  

 در وهله ي اول، چنانچه به صورت ساده ي مسئله بنگريد و حتي اگـر قـصد داشـته باشـيد            .حل

  .فرمول بازگشتي براي آن پيدا کنيد، شايد نتوانيد آن را حل کنيد

باز هم، فرم ماتريسي مـسئله را در نظـر          . د به مسايل قبل برگرديم و از آنها مدد جوييم         پس بيايي 

iTni سطر به ترتيب براي هـر n و k تا 1 ستون براي اعضاي     kمي گيريم که     )1(  jاگـر عـضو   .  دارد≥≥

ک و در غير اين صورت برابـر صـفر قـرار مـي      را برابر ي(i, j) باشد درايه ي iTمتعلق به زير مجموعه ي

تنها خاصيت اين ماتريس ها، ايـن       . حال، باز هم بايد به خاصيت جادويي اين ماتريس ها پي ببريم           . دهيم

 ام ظـاهر  nاست که در هر ستون، يک ظاهر نمي شود يا اگر ظاهر شود بعد از اولين ظهور، مکرراً تا سطر                



+ nهر ستون  ستون و براي kحال، چون . مي شود بنابراين، تعداد اين مـاتريس  .  حالت مختلف داريم1 

knها و طبعاً تعداد زنجيره هاي مورد نظر برابر است با )1( +.  

+ 3kدر اين جمع، هر فرد .  نفر حضور دارند12k در جمعي، .مثال .  فرد ديگـر را مـي شناسـد   6 

تعداد اعضاي اين جمع . فر ار مي شناسند مقداري ثابت استهمچنين، مي دانيم تعداد افرادي که هر دو ن    

  .را به دست آوريد

نشان مي دهيم و اگر دو نفر بـا يکـديگر آشـنا    ) رأس( براي راحتي کار هر نفر را با يک نقطه    .حل

همچنين فرض مي کنيم که تعداد . متناظر آنها رسم مي کنيم ) رئوس(بين نقاط   ) يال(باشند يک پاره خط     

ه عبـارت ديگـر بـه ازاي هـر دو رأس              .  باشـد  p مـشترک هـر دو نفـر مقـدار ثابـت             آشناهاي  y و   xبـ

pyNxNداريم =)()( I . حال مقدارk و pرا به دست مي آوريم .  

براي ايـن  . براي به دست آوردن تعداد اعضاي اين جمع لازم است که يک کميت را دوبار بسماريم   

سپس تمام افرادي که ايـن شـخص را مـي    .  را در نظر يم گيريمxمانند دلخواه ) رأس(کار، ابتدا يک فرد    

و تمام افراد ناآشنا با فرد مـورد نظـر را در      ) xمجموعه ي همسايه هاي رأس       (Bشناسند، در مجموعه ي     

  :حال، با توجه به شرايط مسئله، داريم.  جاي مي دهيمCمجموعه ي 

3 6, 12 (3 6) 1 9 7B k C k k k= + = − + − = −  

  



) رئوس( و مجموعه افراد     B) رئوس(بين مجموعه افراد    ) يال هاي (هاي آشنايي   حالت تعداد رابطه    

Cرا به دو طريق مي شماريم .  

طبق فـرض مـسئله تعـداد همـسايه هـاي      .  باشدC يک رأس دلخواه از مجموعه ي  yفرض کنيد   

 و  مـي باشـد  y و xپس تعداد يال هاي يک همسايه ي مـشترک  .  استp، برابر y و xمشترک  ) آشناهاي(

   برابر است باC و Bدر نتيجه تعداد يال هاي بين مجموعه ي . بالعکس

 p|C| = p(9k – 7).  

 طبق فرض مسئله تعداد همسايه هـاي   .  باشد B يک رأس دلخواه از مجموعه ي        zحال فرض کنيد    

ي ول.  استp برابر B و مجموعه ي zپس تعداد يال هاي بين رأس . تس اp، برابر z و   x مشترک   )آشناهاي(

 و يـال هـاي   B و مجموعه ي  zمجموع يال هاي بين      (zطبق فرض مسئله تعداد کل يال هاي مجاور رأس          

+ 3k برابر C و مجموعه ي zبين   6 – p – 1 =  3k +  5 – pدر نتيجه تعداد يال هـاي بـين   .   مي باشد

   برابر است باC و Bمجموعه ي 

 (3k + 5 – p)|B| =  (3k + 5 – p)(3k + 6).  

+ 3k)حال چون   5 – p) (3k +  C و B برابر تعـداد يـال هـاي بـين مجموعـه      p(9k – 7) و (6 

  :هستند، پس داريم

(3 5 )(3 6) (9 7)

(3 6) (3 5)(3 6) ( 7)

(12 1) 3(3 5)( 2)

(3 5)( 2)3
12 1
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k kp
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+ − + = −

⇒ − + + + + = −
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= k بايد يک مقدار صحيح باشد، تنهـا جـواب   pبا توجه به اين که  = p و 3  در نتيجـه  .  اسـت 6 

  . نفر است36تعداد افراد اين جمع 

 رأسي با شرايط 36گرافي .  نفر امتحان کنيد36د جواب را براي همچنين به راحتي مي توانيد وجو    

  .مسئله بسازيد

   يباتي ترکي هاياثبات نامساو

 ـک کم ي و به دست آوردن مقدار       يباتي ترک ي ها ي اثبات تساو  يتا کنون از دوگونه شمردن برا      ت ي

اده از دوگونـه شـمردن      م که در آنها با استف     ي پرداز ي م يلي مسا يحال به بررس  . مي استفاده کرد  يباتيترک

  .مي کني را اثبات ميباتي ترکي هاينامساو

   نقطه در صفحه باشد به طوري کهn مجموعه اي از S فرض کنيد .مثال

 .هيچ سه نقطه اي بر يک استقامت نيستند •

 به يک P يافت مي شوند که از S نقطه از k، حداقل S از مجموعه ي Pبه ازاي هر نقطه ي  •

 .فاصله اند

nkدثابت کني 2
2
1

+<.  

چون .  مي گذرند را به دو طريق مي شماريمS تعداد کل پاره خط هايي که از دو نقطه از نقاط             .حل

به ازاي هر دو نقطه اي دقيقاً يک پاره خط وجود دارد، پس تعداد اين پاره خطوط برابر است با







2
n.  

د        k نقطه، حداقل    n  از اين  Pحال براي هر نقطه مانند       .  نقطه وجود دارد که از آن به يک فاصله انـ

 قرار دارند و P نقطه روي دايره اي به مرکز        kپس اين   







2
kه   .  پاره خط را مشخص مي کنند حال چـون بـ



ازاي هر نقطه حداقل







2
kپاره خط وجود دارد، پس تعداد پاره خط ها حداقل 








2
k

nاما در اين بين .  است

زيرا اگر يک پاره خط را بيش از دوبار شـمرده باشـيم             . از طرف ديگر هر خط را حداکثر دوبار شمرده ايم         

از طرف ديگر مي دانيم کـه مرکـز ايـن    . بايد دوسر اين پاره خط روي حداقل سه دايره قرار گرفته باشند   

ولـي  . پس سه نقطه پيدا کرديم که بر يک اسـتقامتند . ه خط قرار دارددايره ها روي عمود منصف اين پار      

  :پس داريم. در نتيجه هر پاره خط را حداکثر دوبار شمرده ايم. اين با فرض مسئله در تناقض است
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)341(اگـر .  يال باشد  m رأس و    n يک گراف ساده با      G فرض کنيد    .مثال
4

−+> nnmشـد،   با

  . دارد4 دوري به طول Gثابت کنيد 

.  نداشـته باشـد  4فرض کنيد اين گراف هيچ دوري به طول  .  از برهان خلف استفاده مي کنيم      .حل

. حال براي حل اين مسئله و دسيدن به تناقض تعداد جفت هاي متمايز رئوس را به دو طريق مي شماريم                    

از يک طرف اين مقدار برابر است با







2
n.  



ه رأس       N(x)از طرف ديگر فرض کنيد       ) xمجموعـه ي همـسايه هـاي     (x مجموعه رئوس متصل بـ

)()(واضح است که  . باشد xdxN )()(y،1 و   xحال به ازاي هر دو رأس دلخواه        . = ≤yNxN I .  زيـرا

 است و 4 يک دور به طول xxuyυ داشته باشند، دورυ وu، دو همسايه مشترک مانند      y و   xاگر دو رأس    

ه ازاي هـر رأس    . پس هر د رأسي حداکثر يک همسايه ي مشترک دارند. اين برخلاف فرض است  حـال بـ

 برابر است با   x، تعداد جفت رأس هاي همسايه ي        xدلخواهي مانند   







=








2

)(
2

)( xdxN     و چون هيچ دو 

ر                 رأسي بيش از    يک همسايه ي مشترک ندارند، پس تعداد جفت رأس هاي متمايز اين گراف حداقل برابـ

∑است با ∈ 







)( 2

)(
GVx

xd .حال با توجه به اين که تعداد جفت رأس هاي متمايز برابر
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  . دارد4پس اين گراف دوري به طول . و اين برخلاف فرض مسئله است و به تناقض رسيديم

ثابـت کنيـد ايـن گـراف     .  يـال باشـد  m رأس و n يـک گـراف سـاده بـا      G فـرض کنيـد      .مثال

(حداقل
4

(
3
4 2nm

n
m

  .دارد) 3دور به طول ( مثلث −

ه         در اين مسئله، به جا     .حل ي شمردن مستقيم تعداد مثلث ها، سعي مي کنيم مثلث هايي را که بـ

  .صورت اجباري به وجود مي آيند بشماريم

ه  x مجموعه ي همسايه هاي رأس N(x)اگر .  باشدG تعداد مثلث هاي گراف Sفرض کنيد    باشد، بـ

  : داريم∋GExy)(ازاي هر يال دلخواه

nydxdyNxNyNxNyNxN −+≥−+= )()()()()()()()( UI  

+ d(x)، حداقل Gابراين به ازاي هر دو رأس مجاور در بن  d(y) – n    رأس داريـم کـه همـسايه ي 

+ d(x) هـستند حـداقل   xyدر نتيجه تعداد مثلث هايي که شامل يال .  هستندy و xمشترک   d(y) – n 

  حال چون هر مثلث سه يال دارد، در نتيجه. خواهد بود

( )

1 ( ( ) ( ) )
3 xy E G

S d x d y n
∈

≥ + −∑  

)ردن عبارت حال براي ساده ک    ) ( ( ) ( ) )xy E G d x d y n∈ +  از تکنيک آشناي خود يعنـي دو   ∑−

، xبراي اين کار کافي است به اين نکته توجه کنيم که بـه ازاي هـر رأس    . گونه شمردن استفاده مي کنيم    

d(x) ًدقيقا d(x)بنابراين داريم.  بار در مجموع فوق ظاهر مي شود:  

2

( ) ( )

1 1( ( ) ( ) ) { ( ( )) }
3 3xy E G x V G

S d x d y n d x mn
∈ ∈

≥ + − = −∑ ∑  



 جفـت از ايـن نقـاط وجـود     nnنشان دهيد که کم تر از  . صفحه داده شده اند    نقطه در    n .مثال

  .دارند، به طوري که فاسله ي بين هر جفت برابر يک سانتي متر باشد

  ولي اين بار چطور؟.  آري باز هم از دوست آشناي خود استفاده خواهيم کرد.حل

}فرض کنيد  }nPPPS ,...,, ، تعـداد   iaهمچنين فرض کنيـد   . ه ي نقاط مفروض باشد    ، مجموع =21

در نتيجه تعداد جفت نقاط مورد نظـر     .  برابر يک سانتي متر است     iP باشد که فاسله ي آنها از      Sنقاطي از   

  :برابراست با

1 2

1

...1
2 2

n
n

i
i

a a a
m a

=

+ + +
= =∑  

هر دو دايره اي را کـه از  .  باشدiPايره اي به شعاع يک سانتي متر و به مرکز        د iCحال فرض کنيد  

در نظر بگيريم حداکثر در دو نقطه يکـديگر را قطـع مـي           ) 1C،2C  ،...،nCدايره هاي (بين اين دايره ها     

)1(راين تعداد نقاط برخورد دايره ها حداکثر      بناب. کنند
2

2 −=







nn

n  حال بياييد نقاط تنـاطع     .  مي باشد

  :دايره ها را به يک طريق ديگر بشماريم

iP،براي هر نقطه ي   







2

ia دايره وجود دارد که iP  بنـابراين  ) چـرا؟ . ( نقطه ي برخورد آنهـا اسـت

∑حداقل نقاط برخورد دايره ها برابر است با        = 






n

i
ia

1 2
ولي حداکثر تعداد نقاط برخورد دايره ها نيز برابر         . 
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  : شوارتز داريم-با استفاده از نامساوي کوشي
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 nاگر هيچ سه قطري همرس نباشند، .  ضلعي محدب، تمام قطرها را رسم کرده اينn در يک    .لمثا

  ضلعي به چند ناحيه تقسيم مي شود؟

 اين مسئله، يکي از زيباترين مسايلي است که با استفاده از اين تکنيک حـل مـي    .روش اول . حل

ل فرض کنيد که تعداد سه ضلعي هاي       حا.  ضلعي را به نواحي اي تقسيم کرده اين        nدر اين مسئله،    . شود

 ضلعي هاي به kو بالاخره به تعداد ...  و   4p، تعداد چهار ضلعي هاي به دست آمده را        3pبه دست آمده را   

مسئله از ما خواسته است که بنابراين )  حداکثر چه مقداري مي تواند باشد؟      k. ( بگيريم kpدست آمده را  

kpppmمقدار +++=  کـه محـل برخـورد    -ابتدا تعداد نقطه هاي داخلـي را .  را به دست آوريم    21...

 ضلعي دقيقاً يک  nبه ازاي هر چهار رأس از رئوس        .  تعيين مي کنيم   - ضلعي محدب مي باشند    nقطرهاي  

هاي داخلي برابر است بابنابراين تعداد نقطه . نقطه ي تقاطع داخلي وجود دارد   







4
n . حال مجموع زواياي

داخلي را به دو روش مي شماريم؛ از يک طرف، اين مقدار برابر است با مجموع زواياي داخلي تمام نواحي       

  :ايجاد شده

3 4 3 4180{ (3 2) (4 2) ... ( 2)} 180(3 4 ... 2 )k kp p p k p p kp m− + − + + − = + + + −  



درجـه بـه مجمـوع زوايـا      360و از طرف ديگر، مي توان گفت که هر نقطه ي داخلي، به اندازه ي  

 درجـه در  (n – 2)180 ضلعي نيز مجموعاً بـه انـدازه ي   nاضافه مي کند و علاوه بر نقاط داخلي، رئوس 

  :بنابراين، مجموع زواياي نواحي برابر است با. مجموع زوايا سهم دارند
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kkpppحال مجموع رئوس تمام نواحي از يک طرف برابر با       +++ ...43  خواهد بود، و از طرف 43

.  ناحيه شـمرده مـي شـوند   n – 2 ضلعي در n ناحيه و رئوس 4ديگر مي توان گفت که رئوس داخلي، در 
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  :به دست مي آوريم که) 2(و ) 1 (حال از روابط
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ا      n تعداد نقاط تلاقـي قطرهـا داخـل          .روش دوم   ضـلعي برابـر اسـت بـ
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n .    پـس يـک گـراف

مسطح
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nV رأسي داريم که درجه ي n رأس آن برابر n – 1و درجه ي 
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nر آن برابر  رأس ديگ

پس تعداد يال هاي اين گراف برابر است با.  است4
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+ Vحال طبق قضيه ي اويلر در گراف هاي مسطح مي دانيم   F =  E +   پس. 2 

( 1)2 2 2
4 42

1( 1)( 2) 1 1
4 2 42

n nn nF E V n

n n nn n

   −
= − + = + − − +   

   

−     − −
= + + = + +     

     

  

 ضـلعي برابـر اسـت       nپس تعداد نواحي داخلـي      . ولي يکي از اين نواحي، ناحيه ي خارجي است        

با







+







 −
42

1 nn.  

} عضوي و  n يک مجموعه ي     Xفرض کنيد که      .spernerقضيه ي    .مثال }pAAAG ,...,,  يک  =21

= i, j باشـد، بـه طـوري کـه بـراي هـر       Xخانواده از زير مجموعـه هـاي     1, 2, …, p،ji ، داشـته  ≠

ji:باشيم AA ثر برابر است با حداکpثابت کنيد که . /⊇
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nMMM دنباله ي  .اثبات ,...,, اميم     n را، يک زنجيره بـه طـول         X از زير مجموعه هاي      21  مـي نـ

  :هرگاه

1 2 3 1... n nM M M M M X−⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  

niو به ازاي هر iM، داشته باشيم1≥≥ i =.  

 عضوي تشکيل شده باشند n که از زير مجموعه هاي يک مجموعه ي nول تعداد زنجيره هاي به ط 

= |A| و ⊇XAحال اگر) چرا؟. (!nبرابر است با   r   باشد، تعداد زنجيره هاي بـه طـول n   کـه شـامل A 

  زيرا اگر دنباله ي . !r!(n – r)باشند برابر است با 

nrr MMAMMM ⊂⊂⊂⊂⊂⊂⊂ +− ...... 1121  



AMMM نظر باشد، زنجيره ي مورد     r ,,...,, 121 −  ،r!  حالت و دنبالـه ي nrr MMMA ,...,,, 21 ++ ،

(n – r)!حالت دارند .  

 اسـت، نمـي توانـد       iA هيچ يک زير مجموعه ي هم نباشند، هر زنجيره کـه شـامل             jA و iAاگر

iiبنابراين اگر.  نيز باشد و برعکسjAشامل nA = (i =  1, 2, 3, …, p)   با توجه بـه خاصـيت ،G  مـي 

  :توان گفت

1

1

1

!( )! !

( )!
!

1 1

p
i i i

p i i
i

p
i

i

n n n n

n n n
n

n
n

=

=

=

− ≤

−
⇒

⇒ ≤
 
  
 

∑

∑

∑

  

و چون بيش ترين مقدار
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 Gحال، براي اين که ثابت کنيم يک چنـين خـانواده اي در   . و اين همان حکم خواسته شده است      

 را مجموعه ي تمام زير مجموعه هايGوجود دارد، کافي است که    
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n عضوي Xواضح است که .  بگيريم

  .اين خانواده داراي خاصيت خواسته شده است

  :باشد و داشته باشيم عددي اول pفرض کنيد  .مثال



,

,

m ap b b p

n cp d d p

= + ≤ <


 = + ≤ >

o

o

  

  :ثابت کنيد که رابطه ي هم نهشتي زير برقرار است
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> a باشد، در آن صورت m < n ابتدا توجه کنيد که اگر .حل  c و يا b <  d .  در هر دو صورت هـر

nmپس فرض مي کنيم. دو طف همنهشتي برابر صفر خواهند شد caدر نتيجه.  باشد≤   )چرا؟. (≤

+ p * (aيک جدول  دازه ي  (1   خانـه،  p – b خانه اي را در نظر بگيريد که از سطر آخر آن به انـ

  .بريده شده است

  

 خانه است، با رنگ آبي و بقيه ي خانه ها را      m خانه از اين جدول را که داراي         nاکنون قصد داريم    

همان طور که مي دانيد اين کار را به . ا رنگ قرمز رنگ آميزي کنيم     ب







n
mاگـر  .  طريق مي توان انجام داد

xpxدر يک رنگ آميزي از يک سطر جدول،        )( <<o     خانه رنگ شده باشد، چون خود ايـن x  خانـه را 

به







x
p       و اين مقدار بر    طريق مي توان رنگ کردp پس در اين حالت، تعـداد راه  ) چرا؟( بخش پذير است



به عبارت ديگر تعداد راه هايي که اين جـدول مـي   .  بخش پذير استpهاي رنگ کردن کل جدول نيز بر   

 آن به طور کامل آبي شده باشد و نه به طـور  a تا 1تواند رنگ شود به طوري که حداقل يکي از سطرهاي    

 a تـا  1در نتيجه مي توان فرض کرد که هر يک از سطرهاي .  بخش پذير استp باشد، بر   کامل قرمز شده  

حال در اين حالت چون در سطر . يا به طور کامل به رنگ آبي هستند يا به طور کامل به رنگ قرمز هستند   

> bآخر   p ًخانه موجو است، دقيقا c سطر از a سطر اول و d خانه از bد  با رنگ  خانه ي سطر آخر را باي

در نتيجه اين کار را به     . آبي رنگ آميزي کرد   
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a     تعداد بقيـه ي حـالات      .  طريق مي توان انجام داد

درنتيجه بايد باي مانـده ي .  بخش پذير بودpرنگ آميزي صفحه نيز بر   















d
b

c
aو  








n
m  بـر p  يکـسان 

  .بت شدپس حکم ثا. باشد

 


