
  رنگ آميزي

 .اي معروف و بسيار فكربرانگيز را حل كـرد   مسأله،فيشر اهل انگليس. ا . ام ، فيزيكدان نظري 1961در سال   

قطعات مستطيل ( را به وسيلة دومينوها 8 × 8 شطرنج يتوان صفحة صورت آن مسأله اين بود كه به چند طريق مي

  پوشاند؟) 2 × 1شكل 

حال فرض كنيد دو خانة . توان انجام داد  راه مختلف مي12988816 يا  24 × 9012 به   رااين كاراو نشان داد

 مربـع واحـد     62ايم، به نظر شما صفحة باقيمانده را كـه از             صفحه شطرنج را حذف كرده    ) قطري(اي و متقابل      گوشه

   دومينو پوشاند؟31توان توسط  تشكيل شده  به چند طريق مي

اي خالي نباشد و در ضـمن دومينوهـا    ندن به اين معناست كه هيچ خانه    شويم كه پوشا    اين نكته را يادآور مي    

  .روي هم نيفتاده باشند

جواب مسأله . تر باشد، اما اين طور نيست اي كه فيشر حل كرده سخت  رسد كه اين مسأله از مسأله       به نظر مي  

  !هاي خود صفحة شطرنج  خيلي بديهي است البته با كمك رنگ

 دومينو غيرممكن اسـت     31تر پوشاندن صفحة مذكور به وسيلة         ، به بيان روشن   جواب مسأله عدد صفر است    

 دومينو بتوان پوشاند، بديهي است كه هر دومينـوي قـرار داده شـده در    31زيرا فرض كنيد اين صفحه را به وسيلة   

 خانـة  31 و  خانة سفيد31صفحه يك خانة سفيد و يك خانة سياه را پوشانده است، به اين ترتيب در صفحة مذكور               

 صـفحة شـطرنج   اي و متقابـل  از حذف دو خانه گوشـه صفحة مذكور سياه داريم ولي اين مطلب درست نيست، زيرا   

هـاي سـفيد و سـياه     تعداد خانهنه حتماً همرنگ هستند و در نتيجه        دانيد اين دو خا     طور كه مي    حاصل شده و همان   



توان صفحة ذكر شده را به وسيلة  ه تناقض موجود اصلاً نميپس با توجه ب. صفحة مذكور دو واحد با هم اختلاف دارند      

شوند مسائلي هستند كه جواب منفي دارند و نحوة اثبات  اكثر مسائلي كه در اين قسمت مطرح مي. دومينوها پوشاند

ز اي كه لحظاتي پيش به آن جواب داديـم ا  در مسأله . آميزي و زوجيت است     هاي هوشمندانة رنگ    آنها به وسيلة ايده   

  .دو رنگ استفاده كرديم ولي اكثراً به بيش از دو رنگ نياز داريم

  :براي آنكه بيشتر به نحوة اثبات با اين ايده پي ببريد نخست بايد با اصل همخواني آشنا شويد

   (Parity)اصل همخواني 

نجام اعمال هاي خاص يا عدم امكان ا توان عدم وجود شيء يا اشياء واجد ويژگي      به كمك آزمون همخواني مي    

از مساوي بودن تعداد اشياء موجود، از دو رنگ متفاوت ،معمولا در اين روش از زوج يا فرد بودن        . خاصي را ثابت كرد   

  .شود ها استفاده مي ي از اينبيا تركي

  :پوشش كامل يك صفحه شطرنجي به وسيله دومينوها

 n سـطر و  mهـا در   مربع. شده است مربع متساوي تشكيل m . n داريم كه از n × mفرض كنيد يك صفحة 

هاي اين شبكه را يك در ميان، سفيد          شود كه خانه    م مي زاي خاص لا    گاهي اوقات براي حل مسئله    . ستون قرار دارند  

(W) و سياه (B)در نظر بگيريم .  

مثلاً اگر بتوان يك صـفحه  . كنيد  است كه در شكل زير ملاحظه مي  1 × 2منظور از يك دومينو يك مستطيل       

 به طور كامل پوشـاند گـوييم آن صـفحه           ،طرنجي را با تعدادي دومينو، بدون اينكه دومينوها روي هم قرار گيرند           ش



  .شطرنجي داراي يك پوشش كامل بوسيله دومينوها است

  

 داراي يـك پوشـش كامـل بوسـيله     n × m فرد باشند يك صفحه شـطرنجي  n , m نشان دهيد اگر . مثال

  .دومينوها نيست

چـون هـر تعـداد از    .  فرد هستند عددي فرد اسـت n , m كه n × mهاي صفحة شطرنجي  د مربع تعدا. حل

در .  را بـا دومينوهـا پوشـاند      n × mتوان اين صفحة      دومينوها را كه در نظر بگيريم تعداد زوج خواهد بود، پس نمي           

  .اينجا از ويژگي زوجيت استفاده كرديم

 بوسـيله دومينوهـا لازم   n × m    ش كامل يك صفحه شـطرنجي گيريم كه براي پوش    از اين مسأله نتيجه مي    

  . زوج باشدn ضرب در mاست 

  :توان با روش ديگري هم بررسي كرد مثال را مين يا

هـاي سـياه و     فرد تعداد خانـه m . nهاي اين صفحه را يك در ميان سياه و سفيد فرض كنيم براي  اگر خانه

و . ر نحوي كه قرار گيرد يك خانه سياه و يك خانه سفيد را خواهد پوشاند             باشد ولي هر دومينو به ه       سفيد برابر نمي  

در . توان اين صفحه را به طور كامل پوشاند         باشند، نمي   هاي سفيد و سياه اين صفحه با هم برابر نمي           چون تعداد خانه  

  .اين حل از روش شطرنجي كردن استفاده كرديم



، 1ل آن، مطـابق شـكل       باي متقا   هاي گوشه   سمي كه خانه   موجود است، به ق    8 × 8 يك صفحه مشبك     . مثال

  .)باشد دهندة خانة سفيد مي  نشانWدهندة خانه مشكي وٌ   نشانBدر شكل فوق . (اند حذف شده

  

  

  

يعنـي يـك   . (توان صفحه فوق را به طور كامل با دومينوها پوشـاند    آيا مي . باشد  تعدادي دومينو در دست مي    

  .)به تعريف پوشش كامل توسط دومينوها توجه كنيد. وها داشته باشيمپوشش كامل را بوسيله دومين

 عـدد  nبنـابراين  . پوشاند   اين كار نشدني است، زيرا هر دومينو يك خانه سياه و يك خانه سفيد را مي                .حل  

مسأله اما صفحة   .  عدد خانه سفيد را خواهند پوشاند، يعني از هر كدام به عدد مساوي             n عدد خانه سياه و      nدومينو  

مربعي، 2تعميم دومينو يا    . توان آن را با دومينوها پوشاند       پس نمي . ما تعداد بيشتري خانه سياه نسبت به سفيد دارد        

  .باشد هاي سادة شكل زير مي چند مربعي است و قضاياي ما را درباره چند مربعي



  

  

اي كـه   شبك است، به گونه مربع واحد صفحه م    nاز  ) همبند( مربعي يك مجموعة مرتبط      nبه طور دقيق يك     

براي . اگر يك رخ در هر خانه از آن قرار بگيرد قادر باشد با تعداد متناهي حركت بر روي صفحه به هر مربع آن برود               

  .تواند يك سه مربعي باشد مثال شكل زير نمي



  

عي پوشـاند، زيـرا    مرب-3 را با 8 × 8توان صفحه  آشكار است كه نمي. گيريم  را در نظر مي  ها  مربعي – 3ابتدا  

 مربعي و يك عـدد يـك مربعـي    -3 عدد 21كنيم صفحه شطرنج را با  در عوض سعي مي. پذير نيست    بخش 3 بر   64

  .بپوشانيم

 مربعي در گوشـة سـمت چـپ    -1 مربعي راست و يك عدد -3 عدد 21 آيا پوشاندن صفحة شطرنج با .مثال  

  . يك پوشش براي آن بيان كنيدبالاي آن قرار داده شده ممكن است؟ اگر جواب منفي است

          :سه مربعي راست

  

  

  .كنيم   مانند شكل زير رنگ ميc , b, a براي اثبات اين مطلب صفحه را با سه رنگ  . حل
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 مربعي كه -3هر . خورد  به چشم ميc مربع با رنگ 21  و b مربع با رنگ a ،22 مربعي با رنگ   21بينيد كه     مي

هـا   مربعـي  - 3  پس ايـن  . پوشاند  مربع را ميc – مربع و يك b –مربع و يك  – aگيرد، يك  در اين صفحه قرار مي

 مربع است و a –اما گوشة سمت چپ بالا يك . پوشانند از اين سه رنگ را ميهميشه تعداد مساوي خانه از هر كدام 

 خـواهيم   مربع- c عدد 21 مربع و - b عدد 20ماند، اما   مربع باقي ميa -  عدد20 مربعي ،-1با پوشاندن آن با يك 

  .شي غيرممكن استشاند، پس چنين پو اين اعداد نامساوي. داشت

  . مربع باشدb – مربعي بايد روي يك -1گيريم  پس ما نتيجه مي

 بـا در  . مربع قرار گرفته باشد، براي مثال گوشه سمت چپ پايينb – مربعي روي يك -1كنيم  حال فرض مي

 مربعـي روي گوشـة   -1يابيم كه اين حالت، شبيه همان حالتي است كـه              در مي  xسبت به محور    نظر گرفتن تقارن ن   

 مربعـي،  -1گذاري  هاي ممكن براي جاي در حقيقت مكان. باشد سمت چپ بالايي بود و چنين پوششي غيرممكن مي    

 مربـع سـياه شـكل زيـر     ها چهـار  اين مربع. اند هاي ديگر متقارن  مربعb –هاي هستند كه نسبت به   مربعb –فقط 



 -3تـوان بـا     مربع باشد بقيـه صـفحه را مـي     4 مربعي روي يكي از اين       -1دهد كه اگر      شكل زير نشان مي   . هستند

  .هاي راست پوشاند مربعي

  

  

  

 -1 مربعي راسـت و يـك عـدد          -3 عدد   21 شرط لازم و كافي براي اين كه صفحه شطرنج به وسيله             .نتيجه

  . مربعي در يكي از چهارخانه سياه شكل بالا باشد-1ت كه مربعي پوشانده شود، اين اس

  )ها مربع فرض شود مستطيل. (دهد شكل زير يك نمونه از پوشش صفحه اين مثال را نشان مي

  



  

  

هـا را هميـشه     مربعي در كجاي صفحه شطرنج قرار گرفته، بقيـه خانـه  -1 بدون توجه به اين كه يك،   . مثال

  .ربعي قائمه پوشاند م-3 عدد 21توان بوسيله  مي

  :سه مربعي قائمه 

  

  

اين مسئله براي .  استn درست است و اثبات به وسيله استقرا روي 2n  × 2nالبته حكم فوق در مورد صفحه 

  . بديهي است2 × 2يك صفحه 

  



 -1فرض كنيـد  . كنيم آن را به چهار مربع مطابق شكل زير تقسيم مي         . گيريم   را در نظر مي    4 × 4يك صفحه   

 مربعي -1توانيم   است و ما مي2 × 2ها يك صفحه  هر يك از ربع.  در ربع سوم  ربعي در يكي از چهار ربع باشد مثلاًم

 مربعي قرار گرفتـه اسـت، در   -1  در ربع سوم قبلاً.  مربعي قائمه بپوشانيم-3      ارا در هر ربع قرار دهيم و بقيه را ب    

 مربعي -3 مربعي مركزي را با يك -1 عدد 3توان اين    آنگاه مي . دهيم  ار مي ها را در مركز قر       مربعي -1سه ربع ديگر    

  .ايم  مربعي قائمه پوشانده-3تا  5 مربعي در يك مكان دلخواه و -1 را با يك 4 × 4بنابراين صفحة . قائمه عوض كنيم

  

  

  

 ـ . شود   و همچنين حالت كلي به همين صورت استقرايي بحث مي    8 × 8حالت    ـرض كدر شكل زيـر ف  -1يم ن

تـوان آن را پوشـش     است كه مطابق قبل مي4 × 4مربعي مثلاً در ربع دوم قرار بگيرد آنگاه ربع دوم خود يك مربع         

  . مربعي ربع اول و سوم و چهارم هر كدام در گوشه قرار بگيرد و با هم تشكيل سه مربعي بدهند-1داد و 



  

  

يد كه مربع واقع   فرد است، و فرض كنm . nكه در آن  را در نظر بگيريد n در m يك صفحه شطرنجي . مثال

نشان دهيد كه اگر يك مربع سفيد از اين صـفحه شـطرنجي برداشـته شـود     . در گوشة چپ و بالاي آن سفيد باشد  

  .صفحه شطرنجي هرس شده داراي پوشش كامل به وسيله دومينوها است

اگر رنگ اولين مربع از سمت چپ . گيريم  ر مي رديف افقي كه يك مربع سفيد از آن برداشته شده در نظ   .حل  

هـا   در اين رديف سفيد باشد پس، از تعدادي فرد مربع سفيد تشكيل شده كه تعداد سفيدها يكـي از تعـداد سـياه      

دهد كه اين مربع سفيد از هر جا كه برداشـته           شكل زير نشان مي   . يك مربع سفيد برداشته شده است     . بيشتر است 

  .يه رديف را با دومينوها پوشاندتوان بق شده باشد مي

  

  



تـوان     مـي  1ضرب سطر و ستون زوج است و بنابر مثال           هاي بالا و پايين اين رديف داراي حاصل         ضمناً رديف 

  .آنها را با دومينوها پوشاند

يف مربع در بالا و يك رديـف مربـع در پـايين آن    درل از سمت چپ مشكي باشد حداقل يك  اما اگر مربع او   

  .گيريم كه مثلاً خانه سفيد هاشورزده شده برداشته شده است اين سه رديف را به صورت ذيل در نظر مي. وجود دارد

  

  

  

 مربع، كه مربع 9، شامل 3 × 3توان يك مربع      چون خانة هاشورزده شده در رديف وسط قرار دارد همواره مي          

تـوان بـا     هرس شـده را مـي  3 × 3  مربعواضح است كه اين  ) مطابق شكل بالا  (وسط هاشورزده باشد در نظر گرفت       

ضرب آنها زوج است و بنابر مثال   داراي ابعادي است كه حاصل 3 × 3هاي دو طرف اين مربع        رديف. دومينوها پوشاند 

هاي بالا و پايين اين سه رديف بـه شـرط وجـود داراي     ضمناً رديف.  قابل پوشش كامل به وسيلة دومينوها هستند    1

  .زوج هستند و قابل پوشش كامل به وسيلة دومينوها هستندضرب  ابعادي با حاصل

هـاي    است و تعداد مربع    5 عددي كه در مربع وسط قرار دارد         3 × 3 نشان دهيد كه در هر مربع وفقي         . مثال

  . مختلف را بدست آوريد3 × 3وفقي 



داد واقـع در هـر سـطر    اند كه مجموع اع  چنان قرار گرفتهn2 تا  1 كه در آن اعداد      n × n يك مربع      . تعريف

ناميـده  ) جـادويي (مساوي مجموع اعداد واقع در هر ستون و مساوي مجموع اعداد هر قطر است، يك مربع وفقـي       

  .شود مي

  . حل 

45 = 9 + 8 +  … +3 + 2 + 1  

15 =مجموع اعداد در هر سطر و در هر ستون و روي هر قطر 
3
45

=  

  :دهيم  حروف نمايش ميها را با اعداد واقع در مربع

                                        

15

15

15
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 45 =(x +  y + z) + 3u +  (m + n + w) 

                     3u =  15 

                       u =  5 

علـت  . (د فـرد باشـند  توانن  نميx و n ، w، z دهد كه هيچكدام از اعداد شان ميهمچنين آزمون همخواني ن

  )…  نيز بايد فرد باشد و n را فرد بگذاريد آنگاه xبررسي شود، مثلاً 



= xحال اگر    :شود  باشد دو جدول وفقي زير حاصل مي2 

  

                                  

  

پس جمعاً . شود   بدهيم دو جدول وفقي حاصل مي   x كه به    8 و   4،  6به همين ترتيب به ازاي هر يك از مقادير          

  . وجود دارد3 × 3 مربع وفقي 8

چنان رنـگ   ) نه كمتر (توان با سه رنگ        ناحيه تشكيل شده مي    10 كه از     را  نشان دهيد كه نقشة روبرو     . مثال

اگر سه رنگ موجود، سبز، قرمز و زرد باشند، بـه          . آميزي شده باشند    هاي متفاوت رنگ    كرد كه نواحي مجاور با رنگ     

  ين نقشه را رنگ كرد؟توان ا چند طريق مي

  

  



هاي متفاوت داشته باشند پس حداقل دو رنگ براي آنهـا نيـاز داريـم                 هاي مجاور بايد رنگ     چون مربع  .حل  

بنابراين حـداقل  . ها در تماس است بايد رنگي متفاوت با اين دو رنگ داشته باشد              ضمناً ناحيه شماره يك كه با مربع      

  .تواند چنين باشد  با حروف اول آن نشان دهيم يك وضعيت مياگر هر رنگ را. به سه رنگ نياز داريم

  

 زرد باشـد  2حال اگـر مربـع شـماره    ) دو طريق(تواند سبز باشد    نيز مي  6اما در همين وضعيت مربع شمارة       

). دو طريق(تواند هم زرد و هم سبز باشد   مي6شوند كه در اين حالت هم مربع شمارة  هاي زرد و قرمز جابجا مي مربع

چون سه رنگ وجود دارد، پس بنابر . آميزي كرد ها را رنگ توان مربع    سبز باشد به چهار طريق مي      1ناحيه  پس وقتي   

  .آميزي اين نقشه وجود دارد  طريق  براي رنگ3 × 4 = 12جمعاً  ، اصل ضرب

 بـه چنـد   .خواهيم اين مستطيل را با دومينوهـا بپوشـانيم    داريم، مي n × 2 فرض كنيد يك مستطيل . مثال

  شود؟  با دومينوها كاملاً پوشانده ميn × 2طريق مستطيل 

  . با دومينوها باشدn × 2  تعداد طرق پوشاندن يك مستطيل dn فرض كنيد  .حل



  

  

  .كنيم  را به دو دسته تقسيم ميn × 2حال طريق پوشش مستطيل 

هاي پوشـش   عداد حالتهايي كه در آنها آخرين دومينو به طور عمودي قرار گرفته است كه ت    پوشش .1

  . استdn – 1باشد برابر    مي2 * (n – 1)مربوط به بقية مستطيل كه 

هـا را   اند و بقيه مـستطيل  هايي كه در آنها دومينوها به طور افقي در سمت راست قرار گرفته  پوشش .2

بنابراين . باشد  مي dn – 2پوشانيم كه تعدادش برابر  هاي مختلف مي باشد با حالت  مي2 * (n – 2)كه 

  :خواهيم داشت

3
21 21

21 ≥





==

+= −− n
dd

ddd nnn
  

|پركرده باشيم ثابـت كنيـد   ) 1(هايي مانند شكل   را با بلوكn × m اگر يك جدول .مثال   mn 8) mn  8 بـر 

  )پذير است بخش



  

  

 4kهـاي جـدول     تا بلوك استفاده كرده باشيم لذا تعـداد خانـه  k فرض كنيد كه در پركردن جدول از        .اثبات

= mnبود و لذا خواهد   4k.هاي جدول را شطرنجي رنگ كنيم، چون به واسطة بالا لااقل يكي از   حال اگر خانهm و n 

را در صفحه قرار ) 1(از طرفي اگر يك بلوك مانند شكل ) چرا؟(هاي سياه و سفيد با هم برابرند  زوج است تعداد خانه

  :ف خواهد بود لذا در كل دو دسته بلوك داريم از رنگ مخال3 باهم، همرنگ و خانة 1،2،4هاي  دهيم خانه

  .كنيم  فرض ميaآنهايي كه سه خانه سفيد و يك خانه سياه دارند و تعداد آنها را  .الف

  .كنيم  فرض ميbآنهايي كه سه خانه سياه و يك خانه سفيد دارند و تعداد آنها را با   .ب 

= kبنابراين داريم كه   a +  bوعلاوه بر اين    

a +  b  *3 =  هاي سفيد جدول خانهتعداد  

b +  a * 3 = هاي سياه جدول تعداد خانه 

= 3a+bبنابراين   3b+a و لذا a =  b  پس  k =  2a و لذا mn =  8a پس mn پذير است  بخش8 بر.  

.  يك جايگشت از آن اعداد اسـت b1  ،b2 ، … ،bnباشند و اعداد       عددهايي صحيح مي   a1  ،a2   ،  …  ،an .مثال

  :يد عدد زير زوج است فرد باشد ثابت كنnاگر 

(a1 – b1) (a2 – b2) … (an – bn)  



 – a1 – b1 ،a2 عدد n فرد باشد آنگاه هر يك از (an – bn) … (a2 – b2) (a1 – b1)  اگر : برهان خلف. حل

b2 ، … ،an – bnباشد پس بايد عدد   پس چون جمع فرد تا عدد فرد، فرد مي. بايد فرد باشد( )∑ = −n
i ii ba1  فـرد 

∑∑باشد ولي  == = n
i i

n
i i ba ) بنابراين  .11 )∑ = =−n

i ii ba1  a2)(a1 – b1)عدد بنابراين . مرسي  و به تناقض مي0

– b2)…(an – bn)زوج است .  

 عدد صـفر و يكـي   nايم و لااقل يكي از اين   عدد صفر و يك به دلخواه قرار دادهnاي   روي محيط دايره  .مثال

گذاريم و بين هـر   بين هر دو رقم مساوي صفر مي: دهيم سپس در هر مرحله اين كار را انجام مي       . دباش  ديگر يك مي  

هـاي موجـود    دوباره در مورد رقـم . كنيم هاي نخستين را پاك مي دهيم و بعد از آن رقم  دو رقم مختلف يك قرار مي     

 nتوان به   از انجام تعدادي از اين اعمال نمي ثابت كنيد بعد، فرد باشدnاگر  .  آخريالدهيم و    ن عمل را ادامه مي    يهم

  .عدد صفر رسيد

اولين بـاري  .  صفر باقي مانده باشد    عدد فرض كنيد پس از انجام چند عمل مورد نظر تنها            : برهان خلف    . حل

 ـ      رقمبايد در مرحله قبل تمام      . كه اين وضع اتفاق افتاده را در نظر بگيريد         . ندهاي روي دايره يكسان و غير صفر باش

بنابراين در مرحله قبل از ان نيز هـر دو عـدد متـوالي روي        . هاي روي دايره، يك بوده باشند       بنابراين بايد تمام رقم   

هاي صفر و يك برابر باشد و تعداد كل آنهـا زوج باشـد    بنابراين در اين مرحله بايد تعداد رقم  . اند  دايره مختلف بوده  

  .رسيم ناقض ميباشد پس به ت ولي تعداد كل اعداد فرد مي

 است ثابت كنيـد تعـداد    ها دست داده  نفر حضور دارند و هر نفر با تعدادي از مهمان      n در يك مهماني     . مثال

  .اند زوج است افرادي كه با تعداد فردي دست داده



حـال اگـر   . هـا زوج اسـت   دادن اند پس تعـداد كـل دسـت       در هر دست دادن دو نفر با هم دست داده          . حل

هاي كساني كه،  دادن شود تعداد دست اند را از آن كم كنيم نتيجه مي اني كه با تعداد زوجي دست دادهدادن كس دست

و . اند زوج است پس چون مجموع چند عدد فرد زوج شده است بايد تعداد آنهـا زوج باشـد      تعداد فردي دست داده   

  .شود حكم ثابت مي

كنـد و    راه خـود را بـاز مـي   3 × 3 × 3       ه پنير در يك قطع   1 × 1 × 1هاي     موشي با خوردن مكعب    . مثال

 اگر موش كارش را از يـك گوشـه مكعـب    . را بخورد1 × 1 × 1 مكعب 27زدن در اين مكعب تمام       خواهد با تونل    مي

. تواند كارش را در مركـز مكعـب تمـام كنـد     گاه به مكعبي كه قبلاً خورده است نرود آيا موش مي            شروع كند و هيچ   

  .)هاي مجاور را بخورد تواند يكي از مكعب خوردن يك مكعب ميموش پس از (

 را يكـي در  1 × 1 × 1 مكعـب  27در اينجا اگـر  . رويم آميزي مي  در حل اين گونه مسائل به سراغ رنگ       . حل

موش بايد از يـك  ) بعدي رنگ كنيد يعني مكعب را مشابه صفحه شطرنج ولي در حالت سه  (ميان سياه و سفيد كنيد      

رنگ خانه (ع كند و از هر خانه سياه به يك خانه سفيد برود و برعكس در ضمن در انتها بايد در خانه سياه          خانه شرو 

توجه كنيد  . (هاي سياه بيشتر است اين كار امكان ندارد         هاي سفيد از خانه     برود ولي چون تعداد خانه    ) مكعب وسطي 

  .)اي سفيد است هاي گوشه  خانه كه رنگ

 عددي زوج است در نظر بگيريد و در هرخانـه آن عـددي              n را كه در آن      n × nي   يك صفحه شطرنج   . مثال

  :كنيم دو عمل زير را روي اين صفحه تعريف مي. صحيح قرار دارد

 عـددي  k (افـزاييم    را ميkهاي يك سطر يا يك ستون يا يكي از دو قطر عدد دلخواه               به تمام خانه   •

  ).تواند منفي هم باشد صحيح است و مي



كنيم و مجموع مربعات اعداد روي هشت همسايه آن را  اي را انتخاب مي هاي غير حاشيه  خانهيكي از •

  .كنيم يم به صفر تبديل  راخانه  افزاييم و سپس تمام اعداد روي اين هشت به آن مي

+ i ام قرار دارد برابر  j ام و ستون iاي كه در سطر  حال جدولي را در نظر بگيريد كه در آن عدد خانه  j است 

تـوان تمـامي    اي از اعمال بـالا نمـي    ثابت كنيد كه با هيچ دنباله. قرار دارد1 عدد ،)1 , 1(با اين استثناء كه در خانه  

  .اعداد جدول را صفر كرد

توان به جـدولي     باشد و بنابراين نمي     هاي جدول فرد مي     كنيم همواره مجموع اعداد داخل خانه        ثابت مي  . حل

  :آن صفر باشدرسيد كه تمام اعداد 
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  .باشد هاي جدول فرد مي س در ابتدا مجموع درايهپ

 شـده اسـت ثابـت    ’S بوده و بعد از يكي از دو حركـت           Sهاي جدول در ابتدا       حال فرض كنيد مجموع درايه    

   است داريم زوجnزيرا اگر حركت ما حركت اول باشد چون .  بر دو مساوي است’S و Sكنيم باقي مانده  مي

SSnkSS
2
≡′⇒+=′  

، )شكل زير( بگيريد a8 تا a1 را a9هاي   انجام شده است و همسايه     a9حال فرض كنيد حركت دوم روي درايه        

  :در اين صورت



  

  

( ) ( )

( )

2 2 2
1 2 8 1 2 8

8

1
1i i

i

S S a a a a a a

S a a
=

′ = − + + + + + + +

= − −∑

L L

  

)دانيم   و مي )1−ii aa 2پذير است پس    بخش2 بر
S S ′≡.   

توانيم علامت همـه   مي. ايم را طبق شكل زير قرار داده     » -« و  »  + «هاي     علامت 4 × 4 در جدول    .الف. ال  مث

هاي  و در حالت خاص يكي از خانه( هايي را كه در يك سطر يا يك ستون يا به روي خط راستي موازي يك قطر             خانه

اين عمل را هر چند بـار انجـام دهـيم بـه جـدولي      قرار دارند به طور همزمان عوض كنيم ثابت كنيد اگر           ) اي  گوشه

  .هاي آن مثبت باشد رسيم كه همه علامت نمي

  .كند ها از نظر زوج و فرد بودن تغيير نمي  در هر بار تعداد منفي.نكتة اصلي



  

  

و البته بـه  (ها   ايم به استثناي يكي از خانه        علامت مثبت گذاشته   8 × 8هاي صفحه شطرنجي       در همة خانه   .ب

توانيم بـه طـور همزمـان علامـت همـه       در هر عمل مي) ايم اي كه در آن علامت منفي قرار داده         هاي گوشه    خانه جز

و در حالت خـاص هـر    (هاي روي يك خط راست موازي قطر را تغيير دهيم             هاي يك سطر يا يك ستون يا خانه         خانه

رسيم  ها را تغيير دهيم به جدولي نمي رتيب علامت  ثابت كنيد اگر هر چند بار به اين ت         .)اي را   هاي گوشه   كدام از خانه  

  .هاي آن مثبت باشد كه همه علامت

كنـد   دار در شكل روبرو را قطـع مـي    خانه علامت8  هر سطر يا ستون يا قطر مربع تعداد زوجي از    . الف  .حل

  .زوج تغيير دادتوان از زوج به فرد يا از فرد به  ها را نمي هاي واقع در اين خانه بنابراين تعداد منفي

  

  



قـرار  ) الف( را طوري جدا كرد كه علامت منفي در آن شبيه حالت 4 × 4توان يك مربع   مي8 × 8 از مربع    .ب

  .دار قرار بگيرد و در نتيجه چنين كاري ممكن نيست هاي علامت گرفته باشد يعني در يكي از خانه

 مثبـت   علامت منفي و در بقية رئـوس علامـت    A1A2 …A12 از دوازده ضلعي منتظم A1 در رأس .الف. مثال 

تـوان بـا تكـرار         ثابت كنيد نمي   .كنيم  زمان علامت شش رأس مجاور را عوض مي         در هر عمل به طور هم     . ايم  گذاشته

  .ها مثبت باشد چندبار اين عمل، به جايي رسيد كه علامت همه رأس

ي چهـار رأس متـوالي چنـد ضـلعي را     ها  همين حكم را براي حالتي كه به جاي شش رأس متوالي علامت     .ب

  .عوض كنيم ثابت كنيد

هاي سه رأس متوالي چند   همين حكم را براي موردي ثابت كنيد كه تصميم بگيريم به طور همزمان علامت           .ج

  .ضلعي را عوض كنيم

  :كنيم  جفت رأس زير تقسيم مي6 رأس دوازده ضلعي را به 12 .الف.حل

A6 A12, …, A2 A8 , A1 A7    

 A6 A12 , … , A2 A8هاي  بنابراين در جفت. دهد ها تغيير علامت مي  هر عمل در هر زوج تنها يكي از رأسدر

هاي يكسان وجود خواهد داشـت ولـي در     ام علامت(2k)هاي مختلف و بعد از عمل   ام علامت(2k – 1)بعد از عمل 

  .ها مثبت باشد كه همه علامتآيد  به اين ترتيب حالتي پيش نمي. همه چيز برعكس است، A1 A7جفت 

 A1 A5 A9  ،  A2 A6 A10 ، A3 A7 A11 ، A4 A8 A12گيريم   چهار گروه و در هر گروه سه رأس را در نظر مي.ب

  .)كند هاي هر گروه در هر عمل تغيير مي فرد يا زوج بودن تعداد منفي(كنيم   قبل استدلال مي و مثل حالت

  تقسيم كرده و به همان روش A3 A6 A9 A12  و  A2 A5 A8 A11  و  A1 A4 A7 A10ها را به سه گروه    رأس.ج



  .كنيم استدلال مي

 .اند ها به رو و بعضي به پشت قرار گرفته  بعضي از اين سكه. هم قرار دارندر سكه در يك رديف در كناn . مثال

مجاور سمت راست و سمت چـپ      هاي     سكه را انتخاب كنيم و آن سكه و سكه         nتوانيم يكي از اين       در هر حركت مي   

  دو توجه كنيد كه در صورتي كه سكه انتخاب شده يكي از  .)از رو به پشت و از پشت به رو        (ن را همزمان برگردانيم     آ

  .شود دو سكه و در غير اين صورت سه سكه برگردانده مي ،  انتهايي باشد سكه

= n ثابت كنيد اگر .الف  3k  يا  n =  3k + ها قرار گرفته باشند با اسـتفاده از   بي كه سكه  باشد به هر ترتي1 

  .ها را به رو برگردانيم توانيم همه سكه هايي مي چنين حركت

+ 3k كه به صورت n ثابت كنيد كه براي هر .ب اي وجود دارد كه براي آن با استفاده از   باشد وضعيت اوليه2 

  ).ا را به رو برگردانده يعني همه سكه(توان اين كار را انجام داد  ها نمي اين حركت

 n – 1توان با اعمال بالا سكه را به حالتي تبديل كرد كه همه   ميnكنيم كه براي هر   ابتدا ثابت مي.الف. حل 

  . سكه به رو باشندnبه رو و سكه آخر به پشت باشد يا همة ) از چپ(سكه اول 

د و سكه سمت راسـت آن را انتخـاب        اي كه به پشت است در نظر بگيري         براي اين كار كافي است اولين سكه      

  .شوند ها به جز سكه آخر به رو برگردانده مي به اين ترتيب تمام سكه. كنيد و عمل برگردان را انجام دهيد

= n براي kبا استقراء روي   3kبه اين ترتيب كه آرايشي را كه در بالا گفتـه شـده را   . كنيم  حكم را ثابت مي

  .كنيم اند تبديل مي ها به رو برگردانده شده كنيم به حالتي كه تمام سكهبدون اينكه سكه آخر را انتخاب 

= nبراي  = nبـراي  . كنـيم   كه واضح است ابتدا سكه دوم و سپس سكه اول را انتخاب مي3   3k +  ابتـدا  3 

+ 3kسكه  + 3kو سپس سكه   2   ام به پـشت  3k حال سه سكه آخر به رو هستند و فقط سكه .گردانيم را برمي 1 



كنيم پـس سـه     ام را انتخاب نمي3kگاه سكه    گردانيم و چون هيچ     ها را برمي     حال طبق فرض استقرا اين سكه      .است

= nمانند و حكم به ازاي  سكه آخري به پشت باقي مي  3kشود  اثبات مي.  

+ n =3kبراي  + 3kابتدا سكه 1   پشت  ام به3kماند كه سكه   سكه باقي مي3kگردانيم و سپس   ام را برمي1 

  .كنيم  حال مانند قسمت قبل عمل مي.باشند و بقيه به رو مي

ها به جز سكه آخري به پشت هستند جواب مسأله است، زيرا اگر بـه        در اين قسمت حالتي كه تمام سكه       .ب

، در اين صورت هربار كه يك سكه داراي شماره صفر برگردد )مطابق شكل( بدهيم 2 و 1 و 0ها به تناوب شماره  سكه

گردنـد بايـد فـرد     هاي با شماره يك برمي گردد و بالعكس ولي تعداد دفعاتي كه سكه  سكه شماره يك نيز برمي     يك

  .گردند بايد زوج باشد پس اين كار امكان ندارد هاي با شماره صفر برمي باشد و تعداد دفعاتي كه سكه

  

  

  

ضرب عناصر هر سطر آن برابر بـا   كه حاصل را پيدا كنيد -1 و 1هاي   با درايهn × mهاي     تعداد ماتريس  .مثال

  .ادعاي خود را ثابت كنيد.  شود-1ضرب عناصر هر ستون آن نيز برابر   و حاصل-1

nm اولاً بايد    .حل
2
ضرب    زيرا در غير اين صورت هيچ ماتريسي با مشخصات بالا وجود ندارد، چون حاصل              ≡



nmكنيم اگر  حال ثابت مي. باشد  ميn(1-) و از طرف ديگر m(1-)ف هاي ماتريس مورد نظر از يك طر درايه 2
 آنگاه ≡

)ها    تعداد اين ماتريس   )( )112 −− nm ها  دهيم كه يك تناظر يك به يك بين اين ماتريس     براي اين كار نشان مي    . باشد   مي

  .اند وجود دراد  پر شده-1 و 1هاي   كه با درايه(m – 1) × (n – 1)   هاي  و ماتريس

هـاي   توان درايـه   يك ماتريس با اين خصوصيت وجود دارد زيرا مي(m – 1) × (n – 1)به ازاي هر ماتريس  

هاي  شود و به طور مشابه درايه  -1 ستون (n – 1)هاي هر  ضرب درايه اي انتخاب كرد كه حاصل  ام را به گونهmسطر 

  . شود-1 سطر آن (m – 1)هاي هر  ضرب درايه اي انتخاب كرد كه حاصل توان به گونه  ام را ميnستون 

ام و ستون mهاي فعلي سطر  ضرب درايه  به ترتيب حاصل B و   Aهاي ماتريس اول و       ضرب درايه    حاصل Mاگر  

n  ام باشند داريم( ) ( )
AB

nm
M

11 11 −− −− nm و چون == توان به   را مي(m , n)ه  و بنابراين درايA = B بنابراين ≡2

توجه كنيد كه اين ماتريس بـه طـور يكتـا از روي           .  شود -1ضرب ستون و سطر آخر        اي انتخاب كرد كه حاصل      گونه

حذف سـطر و سـتون آخـر يـك           از   ها  به طور مشابه به ازاي هر كدام از اين ماتريس         . آيد  ماتريس اول به دست مي    

  .شود  و حكم اثبات ميآيد  به دست مي(m – 1) × (n – 1)ماتريس 

توان يك خانه به طرف بالا، يك خانه به طرف راست و يا يك خانه در          را مي  8 × 8 يك مهره در صفحه       .مثال

ترين خانه گوشه چـپ صـفحه قـرار     مهره را در پايين). مطابق شكل (جهت قطري به سمت چپ و پايين حركت داد          

  هاي صفحه عبور كند به نحوي كه در هر خانه درست يك بار قرار گيرد؟ تواند از تمام خانه آيا اين مهره مي. ايم داده

  



  

  

توانيد بگوييد در حالت كلـي       مي. (كنيم  آميزي مي   اين بار صفحه را به سه رنگ مطابق شكل، رنگ         .  خير . حل

  ) چيست؟(i , j)آميزي رنگ خانه  در اين رنگ

  

  

  

 خانه به رنگ 22كند پس بايد   خانه را طي مي64موعاً چون بايد مهره از يك خانه با رنگ صفر شروع كند مج      



كند به تناوب صـفر، يـك، دو    هايي كه طي مي  داشته باشيم زيرا اين مهره به هر صورت كه حركت كند رنگ خانه             1

 خانه به رنگ صفر وجود دارد پس اين كـار  21آميزي ما،   شود كه در رنگ     ولي به راحتي ديده مي    ) چرا؟ (.خواهد بود 

  .باشد  نميممكن

ايم در هر حركت دو مهره را به  ايم و در هر قطاع يك مهره گذاشته  قطاع تقسيم كردهn يك دايره را به .مثال 

هاي ساعت و ديگـري در   كنيم مشروط به اينكه يكي از دو انتقال در جهت حركت عقربه            هاي مجاور منتقل مي     قطاع

  ها را در يك قطاع گردآورد؟ وان با تكرار اين عمل همه مهرهت  زوج باشد آيا ميnدر صورتي كه . خلاف آن باشد

حال به هـر آرايـش   . دهيم  را نسبت ميn – 1 قطاع به ترتيب يك شماره از صفر تا n به هر يك از اين . حل

  . مهرهnهاي اين  دهيم كه برابر است با مجموع شمارة خانه  را نسبت ميkعدد 

بنابراين . شود كم مي) nبه هنگ (اضافه و در انتقال ديگر يك واحد ) nبه هنگ  (kدر يك انتقال يك واحد به 

 و n – 1 برابر است با مجموع اعداد صفر تا kماند از طرف ديگر در شروع كار   در هر حركت ثابت ميn بر kباقيماندة 

ك قطـاع باشـند بايـد    ها در نهايت در ي ولي اگر همه مهره) چرا؟ (.پذير نيست  بخشn زوج باشند اين عدد بر nاگر  

منظور از . (كند  تغييري نميn بر  k برابر صفر گردد و اين خلاف اين است كه در هر حركت باقيمانده               n بر   kباقيمانده  

k به هنگ nمانده   باقيk بر nاست . (  

از هـر نقطـه تقـسيم    . ايـم    بخش برابر تقسيم كـرده     kالاضلاعي را به       هر يك از اضلاع مثلث متساوي      .مثال

دنبالـه  . شـود   مثلث كوچكتر تقسيم ميk2به اين ترتيب مثلث مفروض به . ايم ها كشيده هاي راستي موازي ضلع     طخ

ناميم كه در آن هيچ مثلثي دوبار تكرار نشده باشد و در ضمن هر مثلث با مثلث قبلي         مي» زنجير«هايي را يك      مثلث

  ير چقدر است؟هاي يك زنج خود در يك ضلع مشترك باشد حداكثر تعداد مثلث



هاي  تعداد مثلث. كنيم كه هيچ دو مثلث مجاوري هم رنگ نباشند اي سياه و سفيد مي ها را به گونه  مثلث.  حل

)سياه  )kk +2
2
)هاي سفيد   و تعداد مثلث1 )kk −2

2
ها بايد يك در ميان سياه و   مثلث  است و در هر زنجيره، رنگ1

12براين يك زنجيره حداكثر شامل      سفيد باشد بنا   +− kk  يك زنجيره با ايـن طـول بـه ازاي هـر         . ( مثلث استk 

  ).بيابيد

 


