
  دوران

 ثابت به نام مرکز     ي درجه حول نقطه ا    α است در صفحه که هر نقطه را به اندازه         يليتبد  . نقطه يف دوران برا  يتعر

  . آورديبه گردش در مOA به شعاع يره ايط داي محي و روOدوران
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 جهـت دوران  ي داده شـده و رو αيه  يک زاو يد  يم ، فرض کن   ي کن يار م ي در صفحه اخت   O مانند ي نقطه ا  .حيتوض

 ′A در صفحه باشـد و  دلخواهي نقطه اAميريگ) ن جهت پادساعتگرد باشد  يد ا يبه طور مثال فرض کن    ( توافق شده باشد    

OAAO باشد که  ينقطه ا  ∠′=α و′= AAOني بنابراOAد با دوران به اندازه ي باα    در جهـت انتخـاب شـده بـرAO ′ 

  .منطبق شود

Fم شکل يي گو . شکل يف دوران برا  يتعر  به دست آمده اسـت     αه دوران ي و زاو  O حول مرکز  F از دوران شکل   ′

Fاگر تمام نقاط شکل     ـαه دوراني و زاوO از دوران حول مرکز ′ F وFند و دو شـکل  به دست آمده باش هـم نهـشت   ′

  .باشند 

),( را با نمادαهيو زاوO دوران حول مرکز .نماد αOدهندي نشان م .  
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OAAO يعني دوران ، ي شرط هاي با بررس.قرارداد ∠′=αو′= AAO مانند ، در هر دوران هر نقطهA به دو نقطه

 ـ جهت دار را به ايه هاي زاويره مثلتاتي داين مشکل روي رفع ايبرا) . ري زشکلمطابق  ( شود  ي بدل م  ′′Aو′Aمانند   ن ي

م ي کني ميا پادساعتگرد معرفي ساعتگرد و  ي از جهت ها   يکيه مثبت دوران را حرکت در       يم که زاو  ين ک يف م يصورت تعر 

  .م يني گزيه مثبت دوران برمي زاوي دوران را حرکت در جهت خلاف انتخاب شده برايه منفيو زاو
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 ي ساعت را جهت منفي ساعت را جهت مثبت دوران و جهت عقربه هايجهت خلاف عقربه ها متن  ن  ي ا در .ملاحظه

  ) .شکل الف و ب( م يدوران انتخاب کرده ا

lديک خط جدي به Oک دوران حول مرکزيبا l هر خط .۱ه يقض   . شود يل ميتبد ′

 عمـود مرسـوم     ي است ، پا   ي کاف αهي و به زاو   O حول مرکز  lافته خط يافتن دوران   ي ي برا .ديافتن خط جد  يطرز  



POم و سپس بري دوران دهαهيرا به اندازه زاو) P يعني ( l برOاز ′ ) P   .م ي عمود بگذرانيخط)  استPافتهيدوران ′

lديافتن خط جد  ي طبق آنچه که در طرز       .اثبات OPPMيهار ضلعم چ ي دان ي گفته شد ، م    ′  ـ اسـت ز ي محـاط ′ را ي

MPOOPM OPPMي بودن چهارضلع  يو از محاط  ∠=∠′  ـ ي نت ′  ـ گ يجه م ∠′+∠′=180م کـه  يري PPMPPO .  از

  :م ي داني ميطرف

)Zخطي روي نقطه ا l ∠+∠′=180                                                             ) است Mکي و نزد′ PPMPMZ  

  :م ين طبق دو رابطه آخر داريبنابرا

       PMZPPO ∠=′∠=α    
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lن خط يبنابرا  کامـل شـدن   يبرا.  باشديدرجه مαن دو خط يه بيرا زاويز. د ي آي به دست م  lدرجهα با دوران    ′

l خط ي ، رو  αيه  ي و زاو  O با دوران حول   L خط يدلخواه رو م که هر نقطه     يد ثابت کن  يه با يقض  ـ گ ي قرار م  ′ فـرض  . ردي

T باشد وl خطي دلخواه بر روي نقطه اTديکن از )  شکلمطابق. ( درجه باشد αهي و با زاوOافته آن حول مرکزي دوران ′

  : م که ي داني مP وT نقاطيف دوران برايتعر

α=′∠=′∠ PPOTTO  



TPO مشترکيه يبا کم کردن زاو   :م ي فوق دارين تساوي از طرف∠′

TOPPOTTPOPPOTPOTTO ′′∠=∠→′∠−′∠=′∠−′∠  

POOPم که ي دان يدر ضمن م   TOOT و =′ TPO و ∆OPTپس دو مثلث  ) چرا؟ (=′  همه به حالت دو ضلع      ∆′′

∠′′=∠=90يه  يپس زاو . ن همنهشت هستند    ي ب يه  يو زاو  OPTTPO س پT P است که ازي خطي رو′  گذرد و ي م′

PO بر خط lن خط همان خطي عمود است که ا′   . باشد ي م′

 ـ کاف′Sرهيافتن داي يبرا.  شود ي بدل م′Sديره جدي به دا Oک نقطه ي با دوران حول     Sرهي دا کي .۲ه  يقض ست ي

Mدي به مرکز نقطه جديره ايم و سپس داي دوران دهO را حولSرهي مرکز داMنقطه   .م ي رسم کنSرهي و به شعاع دا′

Mدي فرض کن .اثبات  ـ بدسـت آ Oحـول مرکـز  M درجه نقطـه  +α از دوران′ ∠′=αنيد، بنـابرا ي MMO و 

 ـ O حول مرکز B درجه نقطه  +αز از دوران  ي ن ′Bنقطه  ـ آي بدسـت م ∠′=αنيد ، بنـابرا ي BBO  گـر  ي بـه عبـارت د

BBOMMO OBMه ي زاوين تساوياز طرف. ∠′=∠′   : م پس ي کنيرا کم م∠′

MOM M OB BOB M OB

B OM BOM

′ ′ ′ ′∠ − ∠ = ∠ − ∠

′ ′⇒ ∠ = ∠
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OMMOو چون OBBOو′= MBO ، دو مثلث′=
∆

MBO و ′′
∆

BMMBجهي همنهشت هستند و در نت =′′.  

M کند، پس    يل م يک نقطه تبد  ي است که هر نقطه را فقط به         يليچون دوران تبد    O حول مرکز  Mافتهيدوران  ′

MBو چون .  باشد   ي م ي ، نقطه ثابت   αهيو با زاو    ـ      ي مقـدار ثـابت    Cرهي شعاع دا  BM برابر ′′  ي دارد، پـس مکـان هندس

M است به مرکز ثابتيره اي دا′Bنقطه BMMB و با شعاع′ =′′.   

  .ره متحدالمرکز مفروض واقع باشند يد که رئوس آن بر سه دايابي الاضلاع را بي مثلث متساو.۱مسئله 

 در نظـر    ي را طـور   3Rو1R،2Rيشـعاع هـا   ب با   ي و به ترت   Oبه مرکز 3Cو1C،2Cره متحدالمرکز   ي سه دا  .حل

321ميم که داشته باش   يريگ يم RRR  ـحـال دا  . م  يري گ ي در نظر م   1Cرهي دا ي را رو  Aنقطه دلخواه  . >> بـه   را2Cرهي

2Cد رايره جديم ، داي ده ي دوران م  A درجه حول   - ۶۰اندازه 22م ي دانيم ؛ مي ناميم′O و مرکز آن را ′ RR  ′2Rکـه =′

2Cرهيشعاع دا  C رهيم دو داي کنياکنون ثابت م  ) ۲ه  يطبق قض ( د   باش يم′  ـ متقاطعنـد ، دو دا 3Cو′ ره متقاطعنـد اگـر   ي

OOAدر مثلث  .  آنها کمتر باشد     ين آنها از مجموع شعاع ها     يفاصله خط المرکز   ′
∆

 ـدار OAAOOO:م ي ه يقـض  ( ′>+′

OAAOو) حمار 11پس)  دوارن يژگيو ( =′ 22)( RAOOOOAR    چونياز طرف.  =′>=

321 RRR <<  

3212ميدار RRR   :م ي در رابطه قبل داريگذاري پس با جا>+

3212 RRROO +<<′  

22 و همان طور که گفته شد      RR 32ني، بنابرا  ) ۲ هيقض(  باشد   ي م =′ RROO  ـ ، پس دو دا    ′>′+ 2Cرهي  3C و ′

Cمتقاطعند، محل تقاطع آنها را     Cو C نقاطA درجه حول+۶۰دوران. م ي نامي مC و ′  برنـد  يم′B و Bب بهيرا به ترت′

2Cرهيرا داي قرار دارند؛ ز2Cرهي داين نقاط رو  يکه ا  C وC بود و حالي م-۶۰ه يوو با زاA حول 2Cافتهي دوران ′  ي رو′

2C CBAين مثلث ها  يبنابرا.  قرار دارند  ′
∆

CBA و  ′′
∆

 ـ خواسته شده اند ، ز     ي مثلث ها   ∠′′=∠=60را  ي CABBAC  و



ABAC BACAو= ∠=∠=αم  ي داني و همان طور که م′=′ ACBABC  وBCACBA ′′∠=′′∠=α  

  :م داشت ي درجه است ، پس خواه۱۸۰ ي هر مثلث مساوي داخلياي مجموع زواياز طرف
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6018060180 =→=++→=∠+∠+∠ αααBCAABCCAB  

  و

6018060180 =→=++→=′′∠+′′∠+′′∠ αααACBCBABAC  

  

F و Fياگر شکل ها   .۳ه  يقض ک پـاره  ي با   Fل شوند هر پاره خط از شکل      ي به هم تبد   αهيک دوران به زاو   ي با   ′

  . سازند يمαه يگر زاويکدي اند و با ي متناظر با هم مساوين خط هاير است که اي نظFخط از شکل

F را به شکل   F ، شکل  αه دوران ي و با زاو   Oد دوران به مرکز   ي فرض کن  .اثبات  ـ ي تبد ′  ـ کنـد و ن    يل م ز فـرض   ي

BAوABديکن BAOيپس مثلث ها) . شکلمطابق (ن اشکال باشند    يدو پاره خط متناظر از ا      ′′
∆

BAO و  ′′
∆

بر هم قابـل  

AOOAرايانطباق اند، ز   BOOB و   =′ BOAAOBو=′ BAAB شود که  يجه م ياز انطباق دو مثلث نت     . ∠=∠′′ ′′= . 

BA وABن خطوط ي ب يه  يزاو BA وABرا خطوط ي است زαي مساو′′ ن يدر ع.  شوند يل ميبه هم تبد+αبا دوران ′′



BAم تا پاره خط ي در جهت دوران بچرخانαهي را به زاوABديحال با   .ديبه دست آ′′
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F اگر به هر نقطه از شکل     .۳ه  يعکس قض   ن شکل ها چنان باشد که پارهيار شده باشد ،وي نظF از شکلي نقطه ا′

 ـ به زاو  ي، وقت F شکل ي که پاره خط ها    يبه طور (  بسازند αهيگر زاو يکدي باشند و با     ي متناظر آنها مساو   يخط ها   αهي

Fظر از شکلا متنيدر جهت انتخاب شده دوران کنند ، با پاره خط ها       Fو Fآنگاه)  شوندي مواز′  ـ بـه زاو ي با دوران′ ه ي

α شوند يل ميگر تبديکديک مرکز به يحول .  

M و   Mدي فرض کن  .اثبات F وFيدو نقطه متناظر از شکل ها  ′ MM پاره خـط يرو.  باشند ′  کمـان در خـور   ′

MMن کمان با عمود منصف پاره خط  ي تقاطع ا  ينقطه  Oد  يد و فرض کن   ي را رسم کن   αهيزاو MOOMپس.  باشد ′ ′= 

 )Oعمود منصف  يرو MM ∠′=αو ) ′ MMO) O هي کمان در خور زاو    ي روα ( ـ  ينت   ـ گ يجـه م م کـه دوران بـه      يري

M را بهMنقطهαه ي و زاوOمرکز   . برد ي م′

F وF دو نقطه دلخواه و متناظر از اشکال′A وAديبه علاوه فرض کن   AMOيمثلث هـا .  باشند ′
∆

AMO و ′′
∆

 

∠′=α مي دانيم که     .ديريرا در نظر بگ    MMO  و اگـرK          محـل برخـورد پـاره خـط هـاي MAوAM  باشـد، زاويـه     ′′

α=′∠ MMK )  طبق فرض مسئلهMA و AM ∠′=∠′=αحال چون)  دو پاره خط متناظر هستند    ′′ MMKMMO ، 



MوM وO وKپــس MOKMچهــار ضــلعي  (  بــر روي يــک دايــره قــرار دارنــد      ′ .)  محــاطي اســت   ′

OMKKMOبنابراين KO زيرا هـر دو روبـه رو کمـان       ∠′=∠
)

OMAAMOپـس . قـرار دارنـد    از طرفـي   . ∠′′=∠

OMMOداشتيم AM و MA و طبق فرض مسئله      ′=  دو   دو پاره خط متناظر و در نتيجه مساوي هـستند ، بنـابراين             ′′

AMOمثلث  
∆

AMOو ′′
∆

AOOAاز اينجا نتيجه مـي شـود کـه   .  همنهشتند و قابل انطباق مي باشند    و بـه عـلاوه  =′

α=′∠=′∠ MMOAAO ) زيراAOMMOA AMO و به طرفين مقدار زاويه       ∠′′=∠ در ) فه مـي کنـيم   را اضـا  ∠′

F از شکل′A را به نقطه مناظرشF از شکل Aهر نقطه α و زاويه    Oنتيجه دوران به مرکز     مي برد کـه همـان حکـم    ′

  .مطلوبست 
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BAO از مثلث  BوAاگر دو راس      .۴ضيه  ق
∆

ن يه ب يم زاو ي درجه دوران ده   αهي به زاو  Oيعني را حول راس سوم      

BA وABخطوط   . هستندB وAيافته هايب دوران ي به ترت′B و′Aدرجه خواهد بود کهαز ي ن′′

  .ه است و مسئله اثبات شده است ي از همان قضين حالت، حالت خاصيا) ۳(ه ي طبق قض.اثبات اول

BAO دو مثلث  .اثبات دوم 
∆

BAO و  ′′
∆

AOOAرا  ي متشابه اند ، ز     BOOBو=′ BOAAOB و =′  رايز ( ∠=∠′′



α=′∠=′∠ AAOBBO   هين زاو يو از طرفOBA′∠   ـاجـزاء نظ با توجـه بـه   ) م ي کن ي را کم م   ـر در دو مثلـث دار ي : مي

OABBAO ′′∠=∠  

ــورد  ــل برخ ــال مح BA وABح ــK را ′′ ــاميم ــه گفتـ ـ ي ن ــور ک ــان ط OABBAOم يم هم و در ∠=∠′′

OAKKAOجهينت KOAA ين چهار ضلع  ي ؛ بنابرا  ∠=∠′  روبـه رو  ∠′OAA و∠′KAAيه هايچون زاو.  است  يمحاط′

AAبه کمان    ′
)

OAAKAAيعني باشند، با هم برابرند ،       يم  ـهمان زاو ∠′KAA ياز طرف  . ∠′=∠′  ـ ي  و  ABن خطـوط  يه ب

BA   . شود ي باشد و لذا حکم اثبات ميم′′

  :د ير توجه کنين بار استفاده شده است ، به مثال زير چندي اخيادهايه در سوالات المپين قضي از ا.ملاحظه
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 ـيمα يه ي که با هم زاو2S و1S را نسبت به دو خطd اگر خط دلخواه  .۵ هيقض م ، خـط  ي سازند متوالاً تقارن ده

  . باشد ي م 2S و1S و حول محل برخورد α2 به اندازهdافتهيحاصل دوران 
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dم و خط  ي کن ي متقارن م  1Sا نسبت به خط   ر dط ابتدا خ  .اثبات dسـپس خـط  . د ي آي بدست م′  را نـسبت بـه   ′

dم خط ي کن ي متقارن م  2Sخط d وdمـساز ي ني روO چـون 1S را محل برخورد خطO.د ي اي به دست م ′′  قـرار دارد  ′

HOOHم  يدار HOHOميب دار ين ترت يو به هم   =′ OHHOني ، بنابرا  ′′=′ =′′. A و B و C    ـ را بـه ترت  ب محـل   ي

d با d خطوط يبرخورد ها  d و ′ d با ′ d و ′′ CBAم در مثلث  ي نام يم dبا′′
∆

 ، OA و OB   باشـند و در     يمساز م ي هر دو ن 

ــث  BAOمثل
∆

ــق زاو ــطب ــارجي ــ داريه خ +=α: م ي 11 BAــهيو در نت α222ج 11 =+=+ BABAــ و زاو  ي هي

α2180 −=C خـط چـون    يف دوران بـرا   يم که طبق تعر   ي دان ي م ياز طرف .  باشد   يم OHHO  ـ و زاو  ′′=  ـ يه  ي ن ي ب

dوd α2180  برابر ′′ d توان گفت که خطي است ، م− α2180 يه اي با زاوd و′′  ـ− . گرنـد  يکديافتـه  ي دوران α2اي

  .ن حکم ثابت شده است يبنابا

  ب دو دوران يترک

  : ب دو دوران با مرکز مشترک يترک

 است کـه بـه   ي دورانβ وα دورانياي و زواOبه مرکز مشترک) ا هم سو يهم جهت ( ب دو دوران ي ترک .۶ه  يقض



βαه دوراني و به زاوOهمان مرکز +.   

  متفاوتيب دو دوران با مرکزهايترک
1

Oو
2

O:   

ــ ترک.۷ه يقــض ــزي ــه مرک ــ و زاو1Oب دو دوران ب ــ و زاو2O و مرکــزαهي ــ ، βهي ــزي ــه مرک  و Oک دوران ب

+≠360هيزاو βα باشد .  

از دوران 2Fو شـکل  . به دست آمده باشـد   αهي و زاو1O به مرکزF از دوران شکل  1Fد شکل ي فرض کن  .اثبات

 از 11BA را به پاره خـط   F از شکل  ABطاگر دوران اول ، پاره خ     . به دست آمده باشد     βه  يو زاو 2Oبه مرکز   1Fشکل  

نگاه پاره خط  بدل کند، آ2F از شکل22BA را به پاره خط    1F از شکل  11BA بدل کند و دوران دوم ، پاره خط        1F شکل

 ـيز ميازدوران دوم ن ) . ۳ه يطبق قض . (  سازند   ي م αهي اند و با هم زاو     ي مساو 11BA  و ABيها  22BA و11BAمي دان

 اند و يز با هم مساوي ن22BA وABيپس پاره خط ها ) . ۳ه يطبق قض(  سازند ي مβهي اند و با هم زاو  يز با هم مساو   ين

βαهيگر زاويکديبا    . سازند ي م+

βαهيک دوران به زاو   ي با   2F و Fين شکل ها  يبنابرا  ـتوجه کن  ) . ۳ه  يطبق عکس قض  ( به هم وابسته اند        + د ي

+≠360که فرض بر آن بوده است که       βα   ن فصل طرز بدست آوردن    يدرادامه ا .  باشدO     ح ي مرکز دوران معادل را توض

  .م داد يخواه

+=360ک انتقال است ، اگري ، βهي و زاو 2O و به مرکز   αهيو زاو  1Oب دو دوران به مرکز      ي ترک .۸ هيقض βα 

  .باشد 

 ABبرود آنگاه طول پـاره خـط   B پس از دو دوران مذکور به نقطه         A م که اگر نقطه   يم ثابت کن  ي خواه ي م .اثبات

  . است يمقدار ثابت

  



A

B

B

C

O O
1 2

  

  

 ـC را به نقطهAن شده نقطه دلخواه يي در جهت تع   αه دوران ي و زاو  1Oد که دوران به مرکز    يفرض کن   بـرد و  ي م

+=360را  يز ( 2Oدوران به مرکز   βα (هيزاوβ ا  يα−360 2و مرکزO نقطه C   را به نقطه B ـيطبق و.  برد  ي م    يژگ

ــا ــواهيهــ ــت ي دوران خــ 11در دوران اول: م داشــ COAO ∠=α و= ACO122 در دوران دومو BOCO  و =

βα =−=∠ 3602BCO  ) باشـد   يکان مشخص شده است مورد نظر ما م       يک پ ي که با    يه خارج يد که زاو  يتوجه کن  (.

∠=αنيبنابرا BCO2    ه داخل مثلث يه همان زاو  ين زاو ي که منظور از اBOC 2
∆

ن بـودن  ي الـساق ياز متـساو .  باشدي م

BOCيمثلث ها 2
∆

AOCو 1
∆

  :م ي دار

2
90,

2
90 1122

αα
−=∠=∠−=∠=∠ CAOACOBCOCBO  

CBOCAOن يبنابرا 21   :م داشت ي خواهي به دو طرف تساو∠CBO1هيبا اضافه کردن زاو. بود خواهد ∠=∠

CBOCBOCBOCAO 1211 21COOACBيا∠+∠=∠+∠ ∠=∠  

  :م ينوس ها در مثلث ها داريه سيبنابر قض
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1

21 2
2

90 90
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COAC AC sinA B C
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COBC BC sinC O O
sin COsin sin
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CBAشـد دو مثلـث      آنچه گفتـه   بنابر
∆

21 و  OOC
∆

 ـ متـشابه انـد ؛ ز       را  ي
21 CO

BC
CO
AC

 ـو زوا=  ∠21COOياي

  .گر برابرند يکدي با ∠ACBو

  :ز با هم متناسبند ير دو مثلث نيپس اضلاع نظ

1 2 1 2 90
2

AB AC BC sin
O O CO CO sin ( )

α
α

= = =
−

  

دارن مق ي باشد ، بنابرا   ي م ي مقدار مشخص  αچون
90

2

sin

sin( )

α
α

−
 ـk است که آن را يز مقدار ثابتي ن م بـا  ي نـام يم

kم داشت ي خواه يگذاريجا
OO

AB
=

21
21OKOAB ، پس   م ي دان ي م ياز طرف .  است   ي هم مقدار ثابت   AB طول يعني . =

+=360 اگر βαمتناظر اشکاليه قبل گفته شد پاره خط هاي باشد همان طور که در اثبات قض  F2وFهستند ي مواز 

ن چـون  يبنابرا. د يمراجعه کن ۷ه ي به اثبات قض 2FوF شناختن   يدر ضمن برا  . ) سازند ي درجه م  ۳۶۰ه  يگر زاو يکديبا  ( 

و  است ، حکم ثابـت شـده اسـت    ي مقدار ثابت2F مانند و فاصله هر خط با خط متناظرش در شکلي م يوازمپاره خط ها    

  . باشد يک انتقال ميحالت ن يجه دو دوران مذکور در اينت

رند ،  ي گ يک خط راست قرار م    ي ي دهند و هر سه نقطه بر رو       يل نم يمثلث تشک 2BCO و   1ACO که ي حالت .نکته

==180 يعني βαم ي کني ميآن را بررسن بخش ي نامند که در هميم دور ميرا ن.  



 ـ زوا و2O و 1Oه مراکز ب دو دوران ب   يدر ترک  : ي قبل ياي در قضا  Oوردن مرکز دوران  نحوه به دست آ    .۹ه  يقض  ياي

+≠360 که يد در حالت  ي بدست آوردن مرکز  دوران جد      ي برا βو αدوران βα 1د از مرکز    ي باO  به انـدازه
2
α رجـه   د

ز به اندازه  ي2Oم و از مرکز ن    ي جدا کن  21OOنسبت به پاره خط   
2
β  21 درجه نسبت به پاره خطOO ـ  محـل  . م يجـدا کن

   )ريمطابق شکل ز.( باشدي م )Oيعني( د ين دو خط نشان دهنده مرکز دوران جديبرخورد ا

يه هاي جهت زاو.نکته
2
α و 

2
βم يري گي بودن آنها در نظر ميخاب شده و مثبت و منفنترا با توجه به جهت ا.  

  

o

oo2 1

B
22

  

  

′ به 1O ماند و در دوران دومي ثابت م  1Oچون در دوران اول    .اثبات
1Oم ي شود ، در مجموع دو دوران داريبرده م

β̂121 =′∠ OOO 2121و OOOO 2Oک نقطه يو مشابهاً مجموع دو دوران       . ′=  کـه  ي برد بـه طـور  ي م2O را به نقطه′′

1212 OOOO ∠′′=αو ′′= 212 OOO2 دوران اولاري ، زO   . دارد ي را ثابت نگه م2O برد و دوران دوميم2O را به ′′

2Oو 2Oد از نقـاط   ي شود مرکز دوران جد    يجه م ي دوران نت  ي ها يژگياز آنچه گفته شد طبق و       ـ و′′  1Oني هـم چن

′و
1O  چون(ک فاصله است ي به′

1O هيافته با زاوي دورانβα  دوران 2Oن طـور ي باشد و هميد مين مرکز جديول ا ح+

2Oافتهي 22OOي عمودمنصف ها  ي رو Oنيبنابرا.)  باشد   ي م ′′ 11OO و ′′ ن عمودمنصف ها يپس محل برخورد ا.  قرار دارد   ′

  .له است  در شکل  نشان داده شده اند جواب مسئ2L و1Lب بايکه به ترت

ــ ــاياز طرف ــث ه ــون مثل 121ي چ OOO ′
∆

221 و OOO ′′
∆

ــساو ــساقي مت ــي ال ــندين م 1212( باش OOOO و  =′



2121 OOOO . ز خوهد بـود  يمساز آن ن  يو ن  گذرد   ين مثلث ها از راس رو به رو م        ي ا ين عمودمنصف ساق ها   ي، بنابرا ) =′′

هيب زاوي به ترت21OO مذکور با خطي عمود منصف ها  يعني 2L و 1Lط  ن خطو يبنابرا
2
αو 

2
βسازند؛ پس حکم ثابت ي م 

  .شده است
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 ـ زوا2O و1Oب دو دوران به مراکزيدر ترک : ۸ه ي نحوه به دست آوردن بردار انتقال ذکر شده در قض   .۱۰ه  يقض  ياي

+=360 که ي به دست آوردن اندازه بردار انتقال در حالت        ي برا β و αدوران βα  ـاست با   بـه انـدازه     1Oد  از مرکـز    ي

2
α    21درجه نسبت بهOO 1خط حاصل را  . م  يجدا کنL 2م و از مرکز     ي نام ي مOز به اندازه ين

2
α−   درجه نسبت بـه پـاره

فاصله اين دو خط موازي برابر نصف اندازه بردار مذکور و راستاي       .  مي ناميم    2Lاصل را حخط  . م  ي کن يجدا م 21OOخط  

  .مي باشد 2L به طرف 1Lآن خطي ست که بر هر دو عمود مي باشد ، و جهت آن از طرف

  . مي باشد2O به 1Oت دار بوده و از طرف جه21OO پاره خط.نکته
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 زاويـه   2Lو1L روي خط هاي     21OOمي دانيم که مورب   .  موازي اند    2Lو1L ابتدا بايد ثابت کنيم دو خط        .اثبات

 باشـد ، در  2Oحـول 1O دوران يافتـه  ′1Oفرض کنيد. موازي اند 2Lو1Lهاي مساوي ايجاد مي مي کنند ، پس دو خط           

) .  مي باشد 1O خودش1O حول1Oچون دوران يافته  ( حول مرکز ترکيب دو دوران مي باشد        1Oان يافته   دور′1Oضمن  

11OO با پاره خط   2Lمحل برخورد خط    مي ناميم و جهت دوران را در خلاف عقربه هاي ساعت فرض مي کنيم پس                H را ′

ــه  121زاوي OOO∠ــر +−βبراب ــان360 ــا هم ــد α ي ــي باش ــون. م ــس چ پ
212
α−

=∠ OHO ــت؛ ــابراين اس   بن

221
α−

=′∠ HOO  2خطاين  بنابر. مي باشدL 121 نيمساز OOO∠    1212 مي باشد از طرفي OOOO يعنـي مثلـث     . ′=

121 OOO ′
∆

. متساوي الساقين است و مي دانيم که نيمساز در مثلث متساوي الساقين ارتفـاع و ميانـه نيـز مـي باشـد                    

11OO بر HO2پس 11OOبرابر نصف ) 2Lو1Lفاصله دو خط موازي      ( HO1 عمود است و   ′  مي باشد ؛ پس طبق قـضيه  ′

11OOچون در اين حالت ترکيب دو دوران يک انتقال است با طول ثابت ، پس             ) ۸( برابر طول بردار انتقال مي باشد و پس ′

اندازه بردار برابر
→

HO12 مي باشد و حکم ثابت شده است .  

  

 


