
  ين مکان هندسييتع

 ـ  .  در صـفحه باشـند       يثابتnAو...،1A،2Aد نقاط   ي فرض کن  .ه کارنو يقض niو...،k،1k،2kن  يهـم چن kk )0( ≠ 

   و ثابت باشند؛يقيق حياعداد

kMAkMAkMAk: کهM مانندي نقاطين صورت مکان هندسيادر nn =+++ 22
22

2
11 L  

021اگر .۱ ≠+++ nkkk L است يا مجموعه تهيک نقطه و يره، يک داي .  

021اگر .۲ =+++ nkkk L ، ا کل صفحه است يک خط ي.  

 فـرود  AC را بـر ضـلع  MH ، عمـود ∆ABCني الـساق ي از مثلث متـساو BC وسط قاعدهM از نقطه .۱مثال  

BHAP: مي باشد، دارMHوسطPد اگر يثابت کن. م يآور يم ⊥.  

  :ن است که يم که حکم معادل اي شوي دقت متوجه مي با کم.حل

2222 PHBPAHAB −=−  

  

  

  

  :م يدار



2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1
2

1 1 1
4 2 4

AB AH c b CH

                    c c a cosc

                    c c a cos c accosc a a cos c

( )

( . )

− = − −

= − −

= − − + = −

  

  

                                                                                                 

  :ياز طرف

22222 )90cos(.
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  :که
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   :ياز طرف
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1 2222 ccaaaPHBP +−−−=− oo  
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2222 :ميدار) ۲(و ) ۱ (ي هاين با توجه به تساويبنابرا AHABPHBP   ؛−=−

  . حکم ثابت شد يه کارنو درستيپس با توجه به قض

 ـ رسـم کـرده ا  ACوAB را بر اضلاع KF وKEي عمودها∆ABC در درون مثلث  K از واقع  .۲مثال   اگـر  . م ي

ACAFABAE:م يداشته باش ..   .ديابيرا بFوEر نقاطيي در اثر تغK نقطهي ، مکان هندس=

ABKE:م يار از آنجا که د.حل ACKF و⊥   :جه ي ، در نت⊥

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2
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BE AE BK AK

AF FC AK CK

BE AE BE AE BK AK

AF FC AF FC AK CK

AB BE AE AB AB AE BK AK

AC AF FC AC AF AC AK CK
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( ) ( )

( ) ( )

 − = −



− = −

 + − = −⇒ 


+ − = −

 − = − = −⇒ 


− = − = −

  

  :م ياز جمع دو رابطه بالا دار

2222 ).2().2( CKBKACAFACAEABAB −=−+−  
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F

  

  

ACAFABAEکه با توجه به فرض ..   :ميري گيجه مي نت=

2222 CKBKACAB −=−  

 در طرف 2CK و2BKبين که مجموع ضراين با توجه به اي است ثابت ، بنابراي فوق مقدارياما طرف چپ تساو 

ا کل صـفحه ، واضـح   يک خط راست است يا يه کارنو ، ي مورد نظر بنابر قضي برابر صفر است ، مکان هندس   يتساو راست  

aPCPBدا کـرد کـه   ي پ CوBن  ي ب Pشمار نقطه مثل   ي توان ب  يرا م يست ، ز  ياست که کل صفحه جواب ما ن       ≠− 22 

22که( ACABa   .ک خط است ي مورد نظر حتماً ي؛ پس مکان هندس ) =−

Kنقطه   aKCKBم که ي کن ي انتخاب م  ي در امتداد آن به گونه ا      اي ABيرا رو ′ =′−′ K حـال از   22  BC بـر  ′

 مورد نظر ماست و بـالعکس ،  يرد عضو مکان هندسين عمود قرار بگ   ي ا ي که رو  Kهر نقطه مثل  . م  يي نما ي رسم م  يعمود

  :را يز

aKCKBCKBK =′−′=− 2222  

  . گذرديمA که از BC است عمود بري مورد نظر خطيندسهپس مکان 

BEBACFCA واقعند کـه   ∆ABCاز مثلث AB و AC اضلاع ي رو يطورEوF نقاط .۳مثال    FوEاز .×=×

  .ديابي بF وEراتيي تغي را به ازاD نقطهيند ، مکان هندسي قطع نماDگر را در نقطهيم تا همدي سازيدو عمود خارج م

  :  واضح است که .حل



2222 ADBDAEBE −=−  

  و

2222 ADCDAFCF −=−  

  :م داشت يق دو رابطه فوق خواهياز تفر
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BE AE CF AF BD CD

AB BE AB BE AC CF AC CF BD CD

AB BE AC CF AC AB BD CD
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BEBACFCAاما از فرض   :م داشت ي ؛ خواه×=×

2222 ABACCDBD −=−  

22که   ABAC  ـين با توجه به مثال قبل ، مکان هندس    يبنابرا.  است ثابت    يمقدار−   ي مورد نظر عبارتست از خط

2222نيم ، بنابرا  ي نام ي م Nران عمود ي ا يپا.  گذرد   ي م D که از  BCعمود بر  ACABBNCN  ي برا ياز طرف −=−

2222                                          :م ي ، دارA از راسBC ارتفاع وارد بري پايعني، Hنقطه ACABCHBH −=−  

BHCN: م داشت   ير ، خواه  يبا توجه به دو رابطه اخ      CHBNو= نه ي قر دي با Nم که يابي ي دقت در م   ي با کم  =



H   نسبت به نقطه وسطBC   است عمود بر   ي مورد نظر ، خط    يپس مکان هندس  .  باشد BC  ـافته ارتفـاع نظ ينه   ي و قر  ر ي

   .BC ، نسبت به عمودمنصف  پاره خط∆ABC از مثلثAراس

 ـي در فـضا و مجموعـه اعـداد حق   nAو...،1A،2A مجموعه دلخواه از نقاط    يبرا .۱ه  يقض   کـه  nαو...،1α،2αيق

  :موجود است که  Oمجموعشان مخالف صفر است ، نقطه منحصر به فرد
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=
→

=
∑ i
n

i
i OAα  

  :ر برقرار است يرابطه زK با هر نقطه دلخواه ين نقطه اين چنيو ب

→
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→

=
∑∑ = i
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i
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i
i AKKO .).(
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αα  

iAni نقاطين نقطه منحصر به فرد را مرکز هندسيا ),...,2,1( iniبي به ضرا= α),...,2,1(   .مي نامي م=

iAniرا مرکز ثقل دستگاه نقاطM .فيتعر ),...,2,1(   :ر صدق کند يم ، اگر در رابطه زي نامي م=

0
1

=∑
=

→n

i
iAM  

  :د ي باشد، ثابت کن∆ABC مثلثي مرکز ارتفاعH اگر.۴مثال 

0
A B C

tanA HA
, ,

.
→

=∑  

  .ست يت  نين خاصي اي ، داراH به جزيگريو نقطه د

tanBريم حاصل جمع تصاو   يد ثابت کن  ي با .حل HB.
r

tanA و  HA.
r

CHي رو
r

tanC با HC.
r

 صـفر اسـت ، مطـابق    

BHير رويب در مورد تصوين ترتيبه هم )ب(ري زشکل
r

 دو بردار ير چند بردار در صفحه رويرا اگر حاصل جمع تصاويز(  ؛ 

  )ع آنها صفر است مختلف دلخواه صفر شوند، حتماً حاصل جمع حاصل جم

  



  

  

BHري اندازه تصو.اثبات
r

AH و
r

CH ي رو
r

HB :ب برابر خواهد بود با يبه ترت cosA. وHA cosB.،  

ABHCBCHAرايز(  −=∠−=∠ oo 180,180(  

  :ن است يب حکم معادل اين ترتيبد

HA cosB tanA HB cosA tanB HC tanC. . . . .+ =  

2HAم که ي دانياما م RcosA=2وHB RcosB=2وHC RcosC=ن است ي ؛ پس حکم معادل ا:  

sinA cosB sinBcosA sinC sin A B. ( )+ = = +  

BHير رويب در مورد تصوين ترتي که درست است ، به هم
r

  .ديرد اثبات گيپس حکم به کل . 
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B

C

HA.Cos B

tan C.HC
tan A.HA.Cos B

tan B.HB.Cos A

HB.Cos A

  

  

iAni مرکز ثقل نقاط   Mدي فرض کن  .۵ مثال ),...,2,1( م ي خـواه P هـر نقطـه دلخـواه   يجه به ازاي باشد، در نت=

  : داشت 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
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PA MA MP MP PA MA
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( ) ( )
= = = = =

= + ⇒ = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 ـ    ي برا OPمي مثال اگر قرار ده ≡) O   ـ مرکـز دا   ـيره مح ي  ـدر ا  ) ∆ABC مثلـث  يط  حالـت   ين صـورت بـرا    ي

3=nکهAA =1 ، BA =2،CA   :م ي مرکز ثقل است ، دارG و3=

2 2 2

2 2 2 2 2
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3 3

A B C A B C
GO OA GA

GO R GA GB GC

, , , ,
( )

( )

= −

⇒ = − + +

∑ ∑
  

2: م ي کنيف مي ؛ تعري هندسي هاين رابطه در نامساوياو اما کابرد 

1
)( i

n

i
i XAXF ∑

=
= α،م ين داريبنابرا:  

2

1
)()()( OPOFPF

n

i
i∑

=
+= α  

 )(OFجهي است ثابت، در نتيمقدار)(PFتنها به فاصله PازOارد  دي بستگ.  

  :با توجه به آنچه که گفته شد 
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2 عبارت   يعني

1
. i

n

i
i PA∑

=
αرسد که نقطه   ين مقدار خود م   ي به کوچکتر  يهنگام P   بر O   مثـال   يبرا. منطبق باشد 

ــه ا   ــه ب ــا توج ــب ــر  ي ــه اگ ــث  مرGن ک ــل مثل ــز ثق ــد، دار∆ABCک ــ باش ++=0:م ي GCGBGA ــس  ، پ

222عبارت PCPBPA  ـ.  باشد   ∆ABC مرکز ثقل مثلث   P رسد که  ين مقدار خود م   ي به کوچکتر  ي وقت ++  Iا اگـر ي

.0:م  ي باشد، از آنجا که دار     ∆ABC مثلث يره محاط يمرکز دا 
,,

=∑
→

cba
IAa    پس عبـارت ، ∑

cba
PAa

,,

 حـداقل  يهنگـام .2

  . باشد ∆ABCيره محاطيمرکز داPشود که  يم

abc با طول اضلاع ∆ABC مثلث مفروضي که برا يد، به طور  يابيا ب رPه نقاط ي کل ي مکان هندس  .۶مثال   داشته ,,

  :ميباش

abcPAa =∑
2.  

∑: مي دان ي م .حل = 0. AIa
r

∑ن عبارت ي ، بنابرا  
2.PAa ـ ي به کمتر ي و تنها زمان   يي زمان   ـين مقدار خـود م د  رس

  : م ي کني باشد، حال ثابت مI همانPکه

2
22
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2
a b c a b c

a abc PRa IA abc A rrsin, , , ,
.

( )
= ⇔ = =∑ ∑  

  . خواهد بود I مورد نظر، نقطه منحصر به فرديجه مکان هندسيدر نت) .  به عهده خواننده ياثبات مثلثات ( 

  

  :م ي در فضا دارP هر نقطه دلخواهي باشد، به ازا∆ABCمرکز ثقل مثلثGاگر  .۲ه يقض

)(
3
1 →→→→

++= PCPBPAPG  



  :م يباشد ، دار∆ABC مثلث يره محاطي ، مرکز داI همانP مثال اگريبرا

)(
3
1 →→→→

++= ICIBIAIG  

iiiي مرکز ثقل دستگاه مثلث ها.فيتعر CBAni ),...,2,1(   : م يند که داشته باشي گوP مانندي به نقطه ا=

0.
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=
→

=
∑ i
n

i
i PGS  

iiiثب معرف مرکز ثقل و مساحت مثل      ي به ترت  iSوiGکه CBA∆ در واقع   .  باشند   ي مP      مرکز ثقل ، مرکـز ثقـل

iiiي مثلث هايها CBA∆ است .  

∑:د  ي ثابت کن  .۷مثال   =
cba

AIa
,,

0.
r

abc باشـد و ي م∆ABC مثلثيره محاطي مرکز دا Iکه (   اضـلاع متنـاظر   ,,

ABCرئوس    .)هستند,,

م ، يراً اثبات نمـود  ي که اخ  يه ا ين جا با توجه به قض     يم ، اما در ا    يشتر اثبات کرد  ي پ يگرين مثال را با روش د     ي ا .حل

  :م ي کنيمثال را مجدداً حل م

  :م يه دلخواه دار هر نقطيم ، به ازايداشت ياه يبا توجه به آنچه در قض

0.
,,

=
→

∑ PAS
CBA

A  

IPمين اگر قرار دهيبنابرا   :م ي ، دار≡

0.
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A  

   .∆AIB و∆BIC∆، CIAي برابر خواهند بود با مساحت مثلث هاCS وBS وASکه

  :م ياما دار
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S AIB rc S CIA rb S BIC ra( ) , ( ) , ( )∆ ∆ ∆= = =  

  . است يره محاطي شعاع داrکه

  : ن يبنابرا
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CBA مثلث يطيره محي مرکز داO اگر:۸مثال 
∆

  :د ي، ثابت کنباشد

2 0
A B C

sin A OA
, ,

( ).
→

=∑  

 ـه اخيم ، حال دوبـاره بـا اسـتفاده از قـض      ي اثبات نمود  يگريز قبلاً به روش د    ين مسئله را ن   يا: حل ر آن را ثابـت  ي

  :م ياگر داشته باش. م يينما يم
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  .Â2=αوB̂2=βوĈ2=γم ي دانيو م

  : برابر است با ∆AOB مساحت مثلثياز طرف
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  ) . است ∆ABCيطيره محي شعاع داRکه ( =

  :م ي که ذکر شد داريه ايجه با توجه به قضيتدر ن
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