
 

  اعداد مختلط

  آشنايي با اعداد انگاري

جمـع، تفريـق، ضـرب و       : يكي از مهمترين ويژگيهاي اعداد حقيقي اين است كه در آنها اعمـال            

  بدين سبب است كه معادله خطي كلي. را مي توان انجام داد) به استثناي تقسيم برصفر(تقسيم 

( )0≠a        0=+ bax  

abx: توان در حوزه اعداد حقيقي حل كرد و چنين نوشت            مي را ولي وضـعيت در مـورد معادلـه        . =−/

  به عنوان مثال معادله درجه دوم.  متفاوت است درجه دوم كاملاً

012 =+x  

 عـددي  تواند نميمربع يك عدد حقيقي . وردرا به دست آxو توان حل كرد را در حوزه اعداد حقيقي نمي 

  بنابراين. منفي باشد

x   ،0112به ازاي هر عدد حقيقي  >≥+x  

012، معادله xاز اين رو به ازاي هر عدد حقيقي       =+xدر چنين وضـعيتي حـوزه   .  ممتنع است

 براي يـك طفـل    مثلاً. اي حل شدني باشد دهيم كه چنين معادله اد حقيقي را طور توسعه مي     ددستگاه اع 

   معادله اي مانندشناسد ميدبستاني كه فقط اعدادي درست مثبت را 

۳=   + ۷  



 

25هـاي   معادلـه  شناسد ميو براي كساني كه فقط اعداد صحيح را   . نمايد  مينا معقول    =x 172 و =x  

اما با توسيع دستگاه اعداد به صورتي كه اعدادي منفي، كسري و اصم را نيز در برگيرد، اين . جواب ندارند

4,5/2,17معادلات به ترتيب جوابهاي   . را خواهند داشت±−

012وضعيت براي معادله   =+xًدهـيم  تگاه اعداد را چنان توسعه مي دس. مين طور است   ه  تقريبا 

اين گونه اعـداد بـا احـساس    .  نيز در بر گيرد  است،-۱، يعني عددي را كه مربعش      −1تا اعدادي مثل    

آيند و در گذشته بسياري از رياضيدانان با معرفي اين گونه هيولاها مخالفت               جور در نمي    شهودي ما اصلاً  

وضعيت تا سده هيجدهم به همين منوال بود تا اينكه . اشتند و از اين رو آنها را اعداد انگاري  ناميده اند   د

. با كارهاي استادانه روي اعداد انگاري نتايج متعدد جـالبي بدسـت آورد       )  ۱۷۸۳-۱۷۰۷(لئونهارت اويلر   

 نام تازه اعداد مخـتلط را  با معرفي اعداد انگاري به صورت نقاط يك صفحه       ) ۱۸۵۵ -۱۷۷۷(ف گاوس .ك

از ايـن طريـق عـضويت    . بر آنها نهاد و از آنها براي يافتن نتايجي چشمگير از نظريه اعداد استفاده نمود  

،  )۱۸۵۷ – ۱۷۸۹( كوشـي  . ل.تقريباً  در همـان زمـان اُ  . اعداد مختلط را در سلسه اعداد مسجل ساخت  

حـساب ديفرانـسيل و       به انتگرال هـاي معـين،     هنگام تلاش در پيدا كردن روشي يكنواخت براي محاس        

اين امر سرآغاز نظريه توابعي بود كه زمينـه مـساعدي   . انتگرال توابع با متغيرهاي مختلط را بررسي كرد   

را ) ۱۸۵۱ – ۱۸۰۴(و كـارل گوسـتاو يـاكوبي     ) ۱۸۲۹ – ۱۸۰۲(آبل . ه.براي كشف توابع بيضوي از سوي ن     

سه تصويري نشان داد كه استفاده از اعداد مختلط در هندسه نيـز   بسط هند  علاوه بر اين،  . فراهم ساخت 

پيشرفت تحقيقات روشن كرده است كه براي اينكـه رياضـيات، حتـي فقـط          . امري اجتناب ناپذير است   

حساب ديفرانسيل و انتگرال را به خوبي بفهميم، محدوديت غير طبيعي حوزه اعداد حقيقي به ما حكـم                  

  . مفاهيم يكنواختي و همسازي، اعداد مختلط را نيز دخالت دهيم كه براي دستيابي بهكند مي



 

بدين . بريم  مي به كار    −1را براي   ) انگاري(  imaginary، حرف اول واژه   iرسم بر اين است كه      

ibaترتيب اعداد مختلط اعدادي هستند به شكل          اعدادي هستند حقيقي و محاسبه با آنها        ,ab كه   +

  مثلاً . قرار داد  -۱بايد، 2iبا در نظر گرفتن اينكه به جاي   همانند محاسبه با اعداد حقيقي است،

( ) ( ) ( ) ( )dbicaidciba ±+±=+±+  

    ( )( ) bdiiadibcacidciba 2. +++=++  

( ) ( )adbcibdac ++−=  

)منظوراز تقسيم دو عدد مختلط يعني ) ( )idciba ++ iyx يافتن عددي است مثل /    كه در تساوي +

( )( )iyxidciba ++=+ .  

   پس از محاسبه رابطه بالا داريم صدق نمايد،

( ) )( cydxidycxiba ++−=+  

adycxbcydx كنيم كه در روابط    را چنان پيدا   ,xyپس كافي است اعداد      =−=+ اين .  صدق كنند,

  .دستگاه معادلات يك جواب يكتاي زير را دارد
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)م از ضرب صورت و مخرج كسر        توانستي البته همين نتيجه را مي     ) ( )idciba ++ idc در   /   نيز بـه     −

  .دست آوريم



 

ويـافتن   ib بـا يـك عـدد انگـاري        aاند؟ آيا جمع يك عدد حقيقي        اما چرا چنين اعمالي موجه    

iba 012  نيست؟ همين طـور، Co21كيلوگرم و يافتن     ۴ با217m  همانند حاصل جمع   + =+x دو  ،

012 كداميك از آنها است؟ توجه كنيد كه         iجواب دارد ولي     =−x         نيز دو جواب دارد كه جـواب دارد 

  اما آيا گفتن نامثبت است معني دارد؟ . -۱ است و جواب ديگر آن ۱كه جواب مثبت آن 

  تعريف اعداد مختلط

ولـي ابتـدا   . دهـيم  مي اكنون تعريفي صوري از اعداد مختلط ارائه       براي پاسخگويي به ايراد اخير،    

  .شويم ميرا ياد آور Rويژگيهاي دستگاه حقيقي

I.  ويژگيهاي مربوط به عمل جمع  

 عدد سوم يكتايي را عين مي كنند به نام مجموع آنها كـه         bوaدو عدد حقيقي دلخواه      

baبا    : با ويژگيهاي زيرين ،شود مي نمايانده +

 1A : به ازاي هر دو عدد : قانون جابجايي,a b ∈ ¡، abba +=+  

 2A :به ازاي هرسه عدد: قانون شركتپذيري                                                   ,a b ∈ ¡       ،    

)()( cbacba ++=++  

 3A :     وجـود دارد    شـود   مـي نمايانده  0ي يكتايي كه با   عدد حقيق : عنصر هماني در جمع 

  :چنان كه

aبه ازاي يك مقدار   ∈¡           ,00 aaa =+=+  



 

 4A : به ازاي هر عدد  :عكس جمعي a a، منحصراً يك عدد ¡∋   وجود دارد چنان ¡∋

+=+=0                                                                                                   :كه axxa  

  .دهند مي نمايش −aاين جواب يكتا را با  

II.  ويژگيهاي مربوط به عمل ضرب  

 سومي بـه نـام حاصلـضرب را مـشخص            يك عدد    منحصراً ,abدو عدد حقيقي دلخواه    

  :، با ويژگيهاي زيرينشود مي نمايش داده abسازند كه با  مي

 1M :به ازاي همه مقادير:  قانون جابه جايي                                  ,a b ∈ ¡ ، baab =   

 2M :به ازاي همه مقادير: قانون شركت پذيري               , ,a b c ∈¡ ،)()( bcacab =  

 3M :شود مي نمايانده ۱عددد حقيقي يكتايي وجود دارد كه با : عنصر هماني در ضرب،  

a                                             ه طوري كه به ازاي همه مقاديرب ∈¡     ,.11. aaa ==  

 4M :به ازاي هر: عكس ضربيa  وجود دارد چنان x  عدد يكتايي مانندa≠0، با ¡∋

==1                                                                                                             :كه xaax  

  .دهند مي نشان a−1ياa/1اين جواب يكتا را با 

III.  قانون توزيعپذيري  

)به ازاي همه مقادير ) , , ,a b c ab ac a b c+ = + ∈ ¡  

بدين ترتيب مجموعه اعداد    . شود  ميهر مجموعه اي كه اين ويژگيها را داشته باشد، هيات ناميده            

 ـ   Qهمين طور، مجموعه    . ، يك هيات است   Rحقيقي ه  مركب از تمام اعداد گويا يك هيات است، ولـي ن

  . ¥ و نه مجموعه اعداد طبيعي دهند مي يك هيات تشكيل ¢مجموعه همه اعداد درست 



 

iba در بخش قبل گفتيم اعداد مختلط به صورت          از اين  .  اعدادي حقيقي اند   ,ab هستند كه    +

بدين ترتيب يك تعريف رسمي به صـورت  . ,ab مختلط عبارت اند از زوج اعداد حقيقي        رو اساساًً اعداد  

  .آوريم ميزير در 

) يك عدد مختلط زوج مرتب.۱تعريف     )ba دو عـدد  : اعداد حقيقي است بـا ويژگيهـاي زيـر    از,

)مختلط   ) ( )badc cadb فقط و فقط وقتي برابرند كه        ,,, == مجموع و حاصلضرب دو عدد مخـتلط       . ,

( ) ( )badc   :شوند ميچنين تعريف ,,,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, . , ,

a b c d a c b d

a b c d ac bd bc ad

+ = + +

= − +
  

  :توجه كنيد كه تعريف تساوي اعداد مختلط ويژگيهاي زير را دارد

)به ازاي هر عدد مختلط : انعكاسي  .الف ) ( ) ( )bababa ,,,, =  

):تقارن  .ب  ) ( ) ( ) ( )badcdcba ,,,, =⇔=  

) :ترايايي   .ج  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )febafedcdcba ,,,,,,, =⇒==  

 مركب از همه اعـداد  C بااعمال جمع و ضرب به صورتي كه در بالا تعريف شدند، مجموعه     .۱قضيه

  .دهند ميمختلط يك هيات تشكيل 

  . يك تمرين عملي است.برهان

)حال اعداد مختلط به شكل  )0,a پسگيريم مي را در نظر ،  
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   )b≠0به شرط اينكه( 

)به عبارت ديگر اگر عدد مختلط .  هستند,abكه همانند اعمال ميان دو عدد حقيقي     )0,a  را بـه 

درنتيجـه اعـداد حقيقـي را     .  در نظر بگيريم هيچگونه اختلافي پيش نخواهد آمد        aعنوان عدد حقيقي    

  . كه مولفه دوم آنها صفر هستندگيريم مياعداد مختلط خاصي 

)اكنون عدد مختلط   داريم. گيريم مي را در نظر 1,0(

( ) ( )( ) ( ) 10,11,0.1,01,0 2 −=−==  

)يعني عدد مختلط   )طبيعي است كه مربع   .  در بخش قبلي است    −1 متناظر با    1,0( )1,0   است، -۱نيز   −

)ولي چنانچه بنويسيم  ) i=1,0 آن گاه عدد مختلط دلخواه ،( )ba    چنين بنويسيمتوانيم ميرا ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,.1,00,,00,, bababa +=+=  

ibaه توجيه كننده عدد مختلطك   .است+

  پس در هر عدد مختلط. نامند ميواحد انگاري   راiعدد مختلط 

( ),a b ∈¡      ( ) ibaba +== ,α  

a       را جزء حقيقي عدد مختلطα و آن را با      نامند مي αℜ ؛ همين طوردهند مي نمايشb را جزء انگاري 

 اعداد مختلطي هستند كه جزء  از اين رو اعداد حقيقي،   . دهند  مي نشان   αℑ خواننده و آن را با       αعدد  



 

 باشد اعداد انگـاري محـض      0از سوي ديگر اعداد مختلطي را كه جزء حقيقي شان           . است0انگاري آنها 

  .اند  اعداد حقيقي  توجه نماييد كه هر دو جزء حقيقي و انگاري اعداد مختلط، دقيقاً. نامند مي

)براي يك عدد مختلط      ) ibaba +== ,α   عدد مختلط( ) ibaba يا α را مزدوج مختلط ,−=−

 روابـط زيـررا تحقيـق    توان ميبه آساني .   نمايش مي دهندαمي نامند و آن را باαمزدوج عدد مختلط 

  :نمود

                          
.

α β α β
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                  ( )0≠β   
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=ℑ   
2

ααα +
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)براي هر عدد مختلط  ),a b a ibα∈ =   ، حاصلضرب ¡+

2 2a bαα = +  

قدر مطلق عدد مختلط ريشه دوم نامنفي اين عدد را كالبد يا . همواره عددي حقيق و نامنفي است 

αگويند و آن را با α از اين رو. دهند مي نمايش  

( ) 2122 /ααα =+= ba  

   . α=0، اگر و فقط اگر α=0. ۲قضيه 

,),( نويسيم مي .برهان Rbaiba ∈+=α 2، پس 2 2a bα =     بنابراين +

2 20 0a bα = ⇔ + =  



 

ab, ، 0,0اما به ازاي هر دو عدد حقيقي  22 ≥≥ abبنابراين   

2 2 2 20 0, 0

0, 0

0

a b a b

a b

α

+ = ⇔ = =

⇔ = =

⇔ =

  

در غير . فاده نموديم است  اعدادي حقيقي هستند   ,abتوجه كنيد كه در اينجا ما از اين واقعيت كه         

022اين صورت  =+ ba  0 ي ها يمستلزم تساو== ba 1 اگـر بنويـسيم        مثلاً. نيست, == aib ،

022آنگاه  =+ ba 0  ولي نه تساوي=a 0  برقرار است و نه تساوي=b.  

  :  ثابت نمود كهتوان ميبه آساني 

                   , ,α α α α αℜ ≤ ℑ ≤ =  

ααبه خصوص(  =−       (βααβ .=  

 )     β≠0به شرط                 ( 
β
α

β
α

=  

αβ به ازاي هر دو عدد مختلط .۳قضيه  ,  

0=β  00 يا =⇔= ααβ  

  و يا هم ارز با آن

0,00 ≠≠⇔≠ βααβ  

   بنابر قضيه قبلي.برهان

0 0

. 0

αβ αβ

α β

= ⇔ =

⇔ =
  



 

αβچون     اعداد حقيقي اند,

. 0 0     0

0      0

α β α β

α β

= ⇔ = =

⇔ = =

  

 و  α≠0 ولـي  αβ=0مل ضرب در آن تعريـف شـده اسـت، اگـر              در مجموعه اي كه ع     .توجه

0≠β آنگاه ،αβ قضيه قبلي مبين آن است كه هيات اعداد مخـتلط  .  را مقسوم عليه هاي صفر گويند,

Cمقسوم عليه صفر ندارد .  

به طـور مثـال مجموعـه همـه     . دستگاههايي جبري وجود دارند كه مقسوم عليه هاي صفر دارند         

    به صورت×22ماتريسهاي 

a,b,c,d؛
a b
c d

  
∈  

  
¡  

  .شوند ميجمع و ضرب در اين مجموعه به ترتيب چنين تعريف . گيريم ميرا در نظر 

     a b a b a a b b
c d c d c c d d
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.
a b a b aa bc ab bd
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  عنصر صفر عبارت است از 
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بايد توجه داشت كه در اثبات اين قضيه از اين موضوع استفاده شده است كه هيات اعداد حقيقي          

  .، مقسوم عليه صفر ندارد¡

  اهميت اعداد مختلط

امـا در  . جوابهـايي دارد  Cدر بخش قبل ديديم كه هر معادله درجه دوم در هيات اعداد مخـتلط           

 درجه سوم، درجه چهارم و غيره چه؟ آيا هر بار كه با معادله هاي درجـه بـالا سـروكار                     هاي  معادلهمورد  

يم بايد دستگاه اعداد را توسعه دهيم؟ يكي از زيباييهاي دستگاه اعداد مختلط در معتبر بودن قـضيه   دار

  .زير است

  :معادله چند جمله يي ). قضيه بنيادي جبر (  .۴قضيه 

1
1 1. ... 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =  

kaكه در آن ∈£ ( )nkan ,...,2,1,0,,.1 =≠≥ oo به عبارت ديگر. جواب دارد£ ، در  

  از لحاظ جبري بسته است £ •

ooهنگامي كه  ( nمعادله بالا را معادله چند جمله يي از درجه         ≠a   (از قضيه بنيادي جبر    . گويند

  : كهشود مينتيجه 

  . دارد£ ريشه در n  ، با احتساب ريشه هاي مكرر،n معادله چند جمله يي، درجه .۱فرع 



 

03 معادله درجه سوم  .مثال =+ izرا حل كنيد  .  

) نويسيم مي .حل ), ,u v z u iv∈ =   ، پس، چون¡+
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. دررساله اش چندين استدلال براي قضيه بنيادي جبـر داده اسـت            ) ۱۸۵۵-۱۷۷۷(ف گاوس   .گ

آناليز : توانند به كتابهاي درسي استانده در آناليز مختلط مانند      ه مند به اين استدلالها مي     قخوانندگان علا 

  .مراجعه نمايندهاي آناليز مختلط اثر بوآز  مختلط اثر باك و نيومن و جاذبه

ي پيـدا   ولي از چگـونگ  كند  ميحكم  Cبايد توجه داشت كه قضيه بنيادي جبر به وجود جوابها در          

در واقع هيچ گونه دستور جبري كارساز براي يك چند جملـه يـي       . آورد  نميكردن آنها صحبتي به ميان      

 . وجود ندارد) يا بالاتر  ( ۵غير مشخصي از درجه 


