
  صفحه مختلط

اما مجموعه همه زوجهاي مرتب     . عدد مختلط را به صورت زوج مرتب اعداد حقيقي تعريف كرديم          

)اعداد حقيقي يك تناظر يك به يك با نقاط           )yx, 2 صفحهR بنابراين طبيعي است كه يك عـدد       .  دارد

iyxzمختلط  )ر نقطه  را متناظ=+ )yx, 2 در صفحهRبگيريم .  
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  ۱شکل

  

iyiyانگاري محض    += )  با نقطه 0 )y,0روي محور y از اين رو محور . شود ميها متناظرx  هـا

صفحه اي كه مجهـز بـه محورهـاي حقيقـي و           . ها را محور انگاري ناميده اند     y و محور    را محور حقيقي  

  .شود مي صفحه مختلط يا صفحه گاوس ناميده  انگاري باشد،

  :پردازيم مي £اكنون به حاصل جمع اعداد مختلط در صفحه مختلط 

  فرض كنيد



( ), , ,x y u v ∈¡         w u iv= +       ,z x iy= +  

  پس 

( ) ( )z w x u i y v+ = + + +  

. به صورت بردار در نظر بگيريم كه بهتر است اعداد مختلط را كند مياين رابطه، اين مطلب را به ذهن القا     

iyxz عدد مختلط    ينيع  كه مبداش، مبـدا مختـصات و منتهـايش عـدد      را برداري در نظر بگيريم=+

iyxz مختلط iyxzبه عبارت ديگر عدد مختلط    . باشد =+  را برداري در نظر بگيريم كه تـصاوير  =+

خـتلط  طبيعي است كه نظير همين ملاحظات در مورد عدد م      .  باشند ,xyقائم آن بر محورهاي مختصات      

w   بدين ترتيب، مجموع    .  نيز صادق استwz به مبدا  (  برداري است متناظر با قطر متوازي الاضلاعي         +

 از مبـدا  zاين گفته هم ارز است بـا رسـم بـردار       . شود  مي ساخته   ,zwكه بر دو بردار   ) مركز مختصات   

در اين صورت برداري كه ابتدايش مبـدا        .  باشد zكه مبداش در منتهاي     wمختصات و سپس رسم بردار    

wz نمايش بردار است،wمختصات و منتهايش انتهاي   )۱ شكل ←. (خواهد بود+

هر كدام كه در موقعيت ( از اين پس، هر عدد مختلط را با يك نقطه يا يك بردار در صفحه مختلط      

  .سازيم ميمشخص ) خاص مناسبتر باشد 
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  ۲شکل



c,به ازاي . گيريم مياكنون مضرب حقيقي از يك عدد مختلط را در نظر  z x iy∈ =  ، داريم¡+

icycxcz ). در همان جهـت (   ضرب مي كنيم      cدر   ، اصلاً طول بردار را    c<0در اين صورت اگر     . =+

  .كنيم مي ضرب و بردار را در جهت مخالف رسم c، طول بردار را در  c>0در صورتي كه  
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  ۳شکل

  

)به خصوص، چون   )ww   :، خواهيم داشت−=−1

( )wzwz −+=−  

 z را انتهـاي  −w و مبـدا بـردار     كنـيم   مي  را عكس     w، ابتدا جهت بردار     −wيعني براي يافتن بردار   

wz اسـت،      −w و انتهايش، انتهـاي      zبدين ترتيب برداري كه مبداش، مبدا       . يمگير مي  را نمـايش  −

wzبه عبارت ديگر بردار     . خواهد داد   z منتهاي  تهاي آن،  و منw  برداري است كه مبدا آن منتهاي      −

wzبايد توجه كرد كه    ).  يك مبدا داشته باشند      ,zwبه شرط آنكه    . ( باشد wz و +  دو قطر متوازي −

الاضلاعي هستند كه
→→
ozow,دو ضلع مجاور آن هستند .  



12 كنيد   فرض .۱لمثا , zz      پس وسط پاره خطـي كـه دو نقطـه          .  دو نقطه در صفحه مختلط باشند

12 , zz كند مي را به هم وصل،  

( ) ( )21121 2
1

2
1 zzzzz +=−+  

  .خواهد بود

بگيريم، ,ABAC به ترتيب وسطهاي اضلاع  را,DE، اگر نقاط  ∆ABC مثلث دلخواه در .۲مثال

  . خواهد شدBC و طولش نصف طول BCموازي ضلع 
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  ۴شکل        

  

123در صفحه مختلط داده شده است، و        ∆ABC فرض كنيد  .حل ,, zzz  تيب اعداد مختلط    به تر

ABCمتناظر با راسهاي      بـه ترتيـب     ,DEيعنـي ,ABACدر اين صورت، وسطهاي اضلاع      .  هستند ,,

)متناظر با ) ( )2121 2/1,21 zzzz بنابر بردار .  خواهند شد++
→
DE شود مي با رابطه زير داده  

    ( ) ( ) ( )232131 2
1

2
1

2
1 zzzzzz −=+−+  

23اما  zz  دقيقاً بردار −
→
BCو بنابراين نتيجه حاصل است .  



12واقع بر پاره خط واصل بين نقاط     z نقطه .۳مثال , zz  كه اين فاصله را به نسبت nm/قسيم  ت

  شود ميكند با تساوي زير داده  مي

1 2nz mzz
n m

+
=

+
  

   ديد كه توان ميزيرا به آساني .  اعداد حقيقي مثبت اند,mnكه در آن 

n
zz

m
zz −

=
− 21  

  .دهد ميكه اين رابطه مطلوب را 

12 را نقطه اي دلخواه روي پاره خطي كه نقاط zبا بياني هم ارز با بيان بالا، اگر , zz را به هم وصل 

)بگيريم، آنگاه به ازاي مقداري از. كند مي )0 1 ,t t< < ):، داريم¡∋ )121 zztzz −=−  

( )10 << t        ( ) 1 21z t z tz∴ = − +  
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تـوان   ون استدلال مذكور دوسويي است، مـي      پس چ .  فرض كنيد اين رابطه برقرار باشد       به عكس، 

12قطه اي بر پاره خطي در صفحه مختلط باشـد، كـه           بايد ن  zنتيجه گرفت كه     , zz    را بـه هـم وصـل  

  .كند مي

123 فرض كنيد    .۴مثال ,, zzz       پس وسـط پـاره خـط       .  سه نقطه دلخواه در صفحه مختلط باشند

23واصل بين نقاط   , zz   نقطه( ) 2/32 zz  از 1z براين معادله پارامتري ميانه مـاّر بـر راس    است و بنا+

1 2 3z z z∆چنين است   

( )10 << t         ( )
2

.1 32
1

zztztz +
+−=  

  t=3/2 با قـرار دادن  كند مي تقسيم 1/2پس نقطه اي كه اين ميانه را به طور دروني به نسبت           

  ، يعني آيد ميدر عبارت بالا به دست 

( )3213
1 zzzz ++=  

123اما اين عبارت نسبت به    ,, zzz 23 متقارن است، و لذا اين نقطه ميانه هاي مار از رئوس , zz 

 ـ . نمايد  تقسيم مي1/2را نيز به طور دروني به نسبت  ه مثلـث دلخـواه در يـك نقطـه     بنابراين سـه ميان

321اين نقطه را مركزوار يا مركز ثقل . اند متقاطع zzz∆گويند .  

)به ازاي ),x y z x iy∈ =   .كنيم مي را چنين تعريف z، قدر مطلق ¡+

( ) 222/1 yxzzz +==  
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  ۶شکل

  

2121بايد توجه كرد كه zzzz    طولهاي سه ضلع يك مثلث اند و لذا نام نابرابري مثلثي +,,

1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

شود  ري فقط هنگامي به تساوي تبديل مياز لحاظ هندسي روشن است كه اين نابراب. نامي است با مسمي   

  . كه مثلث به پاره خط بدل شود

  لط در مختصات قطبي نمايش اعداد مخت

تا اينجا جنبه برداري اعداد مختلط را به كار گرفته ايم و به قدرت واقعي اعداد مخـتلط تـوجهي                    

در صورتي كه بـراي بردارهـا چنـين         . عمل ضرب براي اعداد مختلط عملي است خوشتعريف       . نكرده ايم 

يك بردار، در صورتي كه     دو بردار، يك عددوار است نه       ) حاصلضرب داخلي (حاصلضرب نقطه اي    . نيست

ضرب خـارجي   . ( ضرب خارجي دو بردار واقع در يك صفحه برداري است كه ديگر در اين صفحه نيست               

اساس كاربرد اعداد مختلط در هندسه مـسطحه بـر ايـن واقعيـت     .) فقط در فضاي سه بعدي مفيد است  

  . اعدادي مختلطند استوار است كه حاصلضربهاي اعداد مختلط،



براي نقطـه اي    . داد مختلط بجاست كه از نمايش قطبي اعداد مختلط استفاده كنيم          براي ضرب اع  

)مانند   )iyxP ) يا   =+ )yxP  بـردار    در صفحه مختصات،   =,
→
OP) O      را در نظـر    )  مبـدا مختـصات

ــينθفــرض كنيــد  . گيــريم مــي   زاويــه ب
→
OP وجهــت مثبــت محــورxهــا باشــد

→
= OPr پــس ،

,y r  sin x r  cos= θ = θ.  

 اگـرازاختلاف مـضرب    يعنـي، . شود مي تعيين  θ يعني π2 با تقريب به پيمانه    θطبيعي است كه    

  .گويند مي z را شناسه عدد مختلطθزاويه . شود مي به طور يكتا تعيين θصرفنظر كنيم،π2صحيح 

 بـه   π2اشند همنهشت به پيمانـه      در سراسر اين مطالب همواره تساويهايي كه متضمن شناسه ب         

 ناديـده گرفتـه   π2آيند، مگر آنكه به صراحت خلاف آن عنوان شود، يعني اختلاف مـضارب           حساب مي 

  .شود

( )θ,r را مختصات قطبي نقطه P  گويند مي.  
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  ۷شکل

  



 در مبدا مختصات تعريـف  θشناسه  . r=0ات نقطه منحصر به فردي است كه در آن        مبدا مختص 

  .نشده است

)اگر  )iiyxz   . چنين بنويسيمتوانيم ميرا z، نمايش قطبي=+≠

( )z r cos isin= θ + θ  

zrيعني  == arg,θ معرف شناسه zاست .  

z,0 به ازاي .۱مثال z≠ ∈£ ،  

( )n ∈£      πnzz =⇔ argحقيقي است  

( )Zn ∈    ππ nzz +±=⇔
2

arg انگاري محض است  
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  ۸شکل

  

 مساوي حاصلضرب قـدرمطلقها و شناسـه حاصلـضرب مـساوي           به عبارت ديگر، قدرمطلق حاصلضرب،    

  .مجموعه شناسه هاست



   بنا بر فرمولهاي جمع داريم.برهان

1 2 1 1 2 2 2 2( ). ( )z z z cos isin r cos i  sin= θ + θ θ + θ  

( )1 2 1 2 1 2{ . .r r cos cos sin sin= θ θ − θ θ  

( )1 2 1 2. . }i sin cos cos sin+ θ θ + θ θ  

( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2r r cos i  sin= θ + θ + θ + θ  

]  به بازه     z با محدود نمودن شناسه      .توجه ]π2,0   يا[ ]ππ     به ازاي جميع مقـادير     z شناسه −,

z   ، ولي در اين صورت رابطهشود ميبه طور يكتا مشخص  ) z=0بجز  ( £∋

2121 argarg)arg( zzzz +=  

  . نخواهد شدz تابعي پيوسته ازzargمعتبر نخواهد بود و 

  . ۱فرع 

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

... . ...

arg ... arg arg ... arg

n n

n n

z z z z z z

z z z z z z

=

= + + +
  

)به ازای ).دموآور  ( .۲فرع  ),n z r cos i  sin∈ = θ + θ¢،  

( )n nz r cos i  sin n= θ + θ  

  يعني 

( ) ( )znzn argarg =           ,2zzn =  

  داريم. كنيم مي را ثابت n=−1 فقط حالت .برهان

( ) ( ) 2 2 1cos i sin cos i sin cos sinθ + θ θ − θ = θ + θ =  



)از تقسيم دو طرف اين تساوي بر  )r cos i sinθ + θداريم   

( ) ( )1 1 cos i sin
r cos i sin r

= θ − θ
θ + θ

  

                    ( ) ( ){ }1 cos i sin
r

= −θ + −θ  

)يرا                                                                 ز ) ( ),sin sin cos cos−θ = − θ −θ = θ  

( ) ( )zz argarg 1 −=−     ,11 −− =∴ zz  

  .۳فرع 

21
2
1 argargarg zz

z
z

−=       ,
2

1

2
1

z
z

z
z

=  

    )z≠0به شرط ( 

 اگـر در    .استخراج نمود   فرمولهاي توابع سينوس و كسينوس را      توان  مي از فرمول دوموآور     .۱مثال

  : خواهد شد  بگيريم،۱  را مساوي rآن فرمول 

( )ncos i sin cosn isinnθ + θ = θ + θ  

  n=3بويژه به ازاي 

( )33 3 sincos isin cos iθ + θ = θ + θ  

( ) ( )3 2 2 33 . 3 .cos cos sin i cos sin sin= θ − θ θ + θ θ− θ  

3 2 33 3 . 4 3cos cos cos sin cos cos∴ θ = θ − θ θ = θ − θ  

2 3 33 3 . 3 4sin cos sin sin sin sinθ = θ θ − θ = θ − θ  



شكل ) يا كوچك كردن( درصفحه مختلط به معني بزرگ كردن       zگويد كه ضرب در    اين قضيه مي  

 يعني  ،i در ۱به ويژه ضرب  .  است zargبه زاويه ) پادساعتسو(، و دوران آن     zبه وسيله ضرب در عامل      

  . استπ/2به زاويه) پادساعتسو (دوران 

12 اگر نقاط     با اين مقدمات،   , zz              در صفحه مختلط داده شـده باشـند، مـي تـوانيم حاصلـضرب

213 zzz 132 آنچه كه بايد توجه كنيم اين است كـه        .  را به طور هندسي رسم كنيم      = 1,, zOzOz ∆∆ 

  .اند) و هم جهت ( متشابه 
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)همچنين براي رسم خارج قسمت       )214 / zzz  از راه هندسي، كافي است توجـه كنـيم كـه            =

124 ,,1 zOzzO   .اند) و هم جهت (  متشابه ∆∆

)مطلوب است نمايش هندسي    .۲مثال )i+2/1 .    فرض كنيـد( ) iziz +=+= 2,2/1  پـس . 12

12 1,1 zOOz   .كنيم مي رسم ۱۱ را طبق شكل 2zاند و) و هم جهت (   متشابه ∆∆



  گرديم كه نابرابري مثلثي  اكنون به حالتي بر مي

2121 zzzz +≤+  

با بررسي برهان متوجه مي شويم كه تـساوي هنگـامي و فقـط هنگـامي     . شود  به تساوي بدل مي   

  :ي از شرايط هم ارز زير برقرار باشدشود كه يك برقرار مي

۱. ( ) 2121 zzzz =ℜ  

۲. 21zzعدد حقيقي نامنفي باشد .  

۳. 21 / zz 021 عدد حقيقي مثبتي باشد يا =zz.  

۴. 12 , zz به پيمانه  (   يك شناسهπ2 ( ه باشندداشت.  

۵. 12 , zzبر يك شعاع كه از مبدا مختصات رسم مي شود قرار داشته باشند .  

بردارهاي .۶
→→

12 ,OzOzيك امتداد داشته باشند .  
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