
  قضيه هاي كليفرد

كشف نمـوده،   ) ۱۸۷۹-۱۸۴۵( كليفرد . ك.در اين بخش دنباله اي نامتناهي از قضيه هايي را كه و     

 است كه در بخشهاي ديگر نيـز از آن اسـتفاده            مرحله حساس در اين كار حل لم زيرين       . كنيم  مياثبات  

  . شود مي

1234 چهار دايره  .۱لم   ,,, CCCC     12فـرض كنيـد   . گيـريم  مـي  نظـر   را در يك صفحه در CC , 

3 در يكديگر را  2 1 1, , ,C C   w z 4در   را يكديگر 3 2 2, , ,C C   w z33گر را يکـد ي zw 4,1 بـالاخره  , CC 

44يكديگر را در  , zw1234در اين صورت نقاط .   قطع كنند ,,, zzzz همدايره خواهند بود، اگر و فقط 

1234اگر  ,,, wwwwهمدايره باشند  .  

  . بنابه فرض چهار نسبت ناهمسار زير حقيقي اند.برهان
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                                              ( )( )42314231 ,z؛,.,w؛, wwwzzz=  

)پس  . حقيقي است )4231 ,z؛, zzzفقط اگر  حقيقي است اگر و( )4231 ,w؛, wwwحقيقي باشد .  
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  ۱شکل

  

n           خط در يك صفحه را در وضعيت كلي گوييم، اگر هيچ دو تاي آنها متوازي و هيچ سه تايي آنها 

  . متقارب نباشند

از سه خط در وضعيت كلي سه       . ناميم  مي نقطه تلاقي دو خط در وضعيت كلي را نقطه كليفرد آنها            

 گـذرد  مي دايره اي را كه از اين سه نقطه        ،آيد  مير هر بار به دست       با انتخاب دو تا از آنها د        نقطه كليفرد، 

  . ناميم مي، دايره كليفرد اين سه خط )دايره محيطي مثلث حاصل از اين سه خط (

1234اكنون گيريم چهار خط      ,,, CCCC      كنـيم   مـي فرض  .  در وضعيت كلي داده شده اند jkz 

jkوطنقطه تلاقي خط   CC lmnlmnدايـره محيطـي   lmnCو ) ∞بجز( , zzz∆ )       بـدون در نظـر گـرفتن



nlmlmnkjjkجايگــشتهاي انديــسها مــثلاً  CCzz == ــا بــه كــارگيري لــم . باشــند ) , ــراي  . ۱ب ب

23421134 ,,, CCCCو ملاحظه اينكه   

  2234 , CC      2324   در نقطه هاي , zz؛  

12 ,CC      12,∞       در نقطه هايz؛  

1134 , CC     1314       در نقطه هاي zz   ؛,

134234, CC     341234در نقطه هاي, zz،  

,234134» مجـدد   «  نقطه تلاقـي     1234zمتقاطع اند و     CC )      34يعنـي بجـزz (       اسـت، پـس چـون

231334 ,,, zzz 241214134اند، نتيجه مي گيريم كه)   3Cواقع بر(   همخط  ∞ ,,, zzzz همدايره انـد  .

141224اما دايره محيطي     zzz∆   124  دايـرهC 234134124بنـابراين دايـره هـاي    .  اسـت ,, CCC در  

  .  همديگر را قطع مي كنند1234zنقطه

23421134از سوي ديگر، اگر توجه كنيم كه با همـان             ,,, CCCC  241434 نقـاط ,,, zzz  همخـط  ∞

2312131234 كه نقاط  گيريم  ميهستند، نتيجه    ) 4Cهمه واقع بر    ( ,,, zzzz  امـا   . همـدايره هـستند

131223دايره محيطي    zzz∆ 123 دايرهC      234134123 است، پس دايره هاي ,, CCC     1234 در نقطـهz 

  .كنند همديگر را تلاقي مي

234134124123پس، نشان داديم كه دواير         ,,, CCCC    1234، در نقطهz      كه آن را نقطه كليفرد 

1234چهار خط  ,,, CCCCمي ناميم، همديگر را مي برند .  
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  ۲شکل

  

 jkCC فصل مشترك خطوط     jkzنقطه  : كنيم كه  پنج خط، اشاره مي   پيش از پرداختن به حالت      

ــره ــاط lmnCاســت؛ داي mnlm از نق zzz ,, ln مــي گــذرد و نقطــه klmnz  ــر ــصل مــشترك دواي   ف

lmnkmnkklmn CCCC ,,, ln اير  به خصوص دو  .  استlmnkmn CC klmnmn در نقاط  , zz .  متقاطع اند  ,

  .حال آماده ايم كه به مرحله بعدي بپردازيم

12345فرض كنيد پنج خط      ,,,, CCCCC   با حفظ نمادهـايي  .  در وضعيت كلي داده شده باشند

ــار، پـ ـ     ــر ب ــط در ه ــار خ ــرفتن چه ــر گ ــرديم و در نظ ــار ب ــه ك ــالا ب ــه در ب ــرد ك ــه كليف نج نقط

2345124512351234 ,,, zzzz     َگـوييم كـه ايـن پـنج نقطـه كليفـرد              مـي حال  . آوريم  مي را به دست

. براي اثبات آن كافي است ثابت كنيم كه هر چهار نقطه از اين پنج نقطه كليفرد همدايره اند            . اند همدايره

1345124512351234مثلاً چهار نقطه   ,,, zzzz     به ترتيب فـصل  توان  مي نقاط را    اين.  را در نظر مي گيريم 

134135125145123125124134مشترك دايره هاي  ,,,,,,, CCCCCCCCدر نظر گرفت  .  



13151214دومين نقطه تقاطع اين زوج دايره ها عبارت اند از نقاط    ,,, zzzz همه (  كه همخط اند

دايره اي كه بدين ترتيب به دست . آوريم مينتيجه مطلوب را به دست    . ۱و لذا بنابر لم     )  قرار دارند    1Cبر

12345 دايره كليفرد خطوط  آيد مي ,,,, CCCCC12345  ناميده مي شود وC شود مي نشان داده.  

123456حال شش خط در وضعيت كلي        ,,,,, CCCCCC  با گرفتن پنج خـط در    . داده شده اند

 كه اين شش دايره در يك نقطه، نقطـه كليفـرد            َگوييم  مي. آوريم  ميت  هر بار، شش دايره كليفرد به دس      

براي اثبات آن كافي است نشان دهيم كه هر سه دايره از شش دايره در يك نقطه             . شش خط، متلاقي اند   

ارائه مثالي از چهار دايره كه هر سه تاي آنها در يك نقطه متلاقي باشند               : به دقت توجه كنيد   . متلاقي اند 

ينكه هر چهار دايره در يك نقطه متلاقي باشند آسان است، اما در مورد پنج دايره با بيشتر اين امر بدون ا

  .ميسر نيست

234561345612456 نشان دهيم كه دايـره هـاي     خواهيم  ميفرض كنيد    ,, CCC   در يـك نقطـه 

2345624514513456رشته اي مركب از چهار دايره         . متلاقي اند  ,,, CCCC    ايـن  .  گيريم  را در نظر مي

ــاط   ــه دو در نقـ ــره دو بـ 23452456451245134514563456123456: دو دايـ ,,,,,,, zzzzzzzz 

اما . كنند  است، همديگر را قطع مي     3456z غير از نقطه     CC,2345613456 فصل مشترك    123456zكه

ــاط  234564513453456نقـ ,,, zzzz  ــره ــر دايـ ــه بـ ــد345C  همـ ــرار دارنـ ــاط  .  قـ ــذا نقـ لـ

245612451456123456 ,,, zzzz   ولي اولين سه نقطه از اين چهار نقطه بر دايـره           .  بايد همدايره باشند

12456C  12456 قرار دارند، بنابراين دايرهC 2345613456  از فصل مشترك,CC  گذرد مي.  

  .ا كمك گرفتن از استقراي رياضي كار را به همين نحو ادامه داد بتوان مياكنون ديگر 

 


