
  تعميمهاي قضيه سيمسن

  . كه تعميم آن استكنيم مي اقامه ۱اكنون برهان ساده ديگري براي قضيه سيمسن 

PQR فرض كنيد  .۱قضيه   ، بـه ترتيـب بـر اضـلاع      D پاهاي عمودهاي وارد از نقطـه دلخـواه        ,,

BCCAAB PQRدر اين صورت    .  باشند ∆ABCاز  ,,  بر دايره محيطي D   همخط اند، اگر وفقط اگر،    ,,

ABC∆واقع باشد .  

 چون   .برهان





=∠=∠

2
πDRBDPC    نقـاط ،PRBD  BSايـن دايـره را   . همـدايره انـد   ,,,

PQCDهمين طور نقاط  . ناميم  مي   بـراي  ۱اكنـون لـم   .  مي نـاميم CSاين دايره را . نيز همدايره اند,,,

BCقضيه هاي كليفرد را در مورد   SABACS   : به كار مي بريم,,,

    متلاقي اند؛,BR  درAB و خط BSدايره 

   متلاقي اند؛∞ و A در ,ABACخطوط

   متلاقي اند؛,CQ درcSو دايرهACخط 

CBدايره هاي  SS    متلاقي اند؛,DP  در,

PQR:بنابراين ∞⇔ همخط اند ,, RQP BACD⇔.  همدايره اند,,,   .همدايره اند ,,,
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  ۱شکل

  

PQR فرض مي كنيم .۲قضيه BCCAAB به ترتيب نقطه هايي بر اضلاع ,, ,,  

  : نقطه اي با خصوصيت زير باشدD  باشند و فرض مي كنيم ∆ABCاز ) يا امتداد آنها ( 

π      ( DRBDQADPCپيمانه(  ∠≡∠≡∠  

PQR در اين صورت نقاط. كه در آن همه زوايا جهت دار فرض شده اند  همخط اند، اگر وفقط اگر نقطه ,,

D بر دايره محيطي ABC∆واقع باشد  .  

  . درست به همان صورت قضيه قبلي است.برهان

AABBCCD فرض كنيد  . ) ١ابر.(۳قضيه   ,,,,,,  نـان باشـند كـه   همـدايره چ D هفـت نقطـه  ′′′

CC ′BB ′AA PQRو   ′ DABCDB:  به ترتيب فصل مشتركهاي       ,, ′′ CADCAB و   ,, ,,   باشند،′

PQRدر اين صورت AABBCC نقطه مي گذرد موازي   همخط اند و خطي كه از اين سه,, ′′′   . است,,

                                                
1 Aubert  



.  مي توان دايره مورد نظر را دايره واحد فرض كـرد        بدون اينكه از كليت كاسته شود،      .برهان ديگر 

ABCDفرض كنيد نقاط  αβγδ به ترتيب با اعداد مختلط ,,,   .  نمايش داده شده اند,,,
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  ۲شکل

  

AABBCCس معادلات خطوط موازي پ ′′′   .  به ترتيب چنين خواهند شد,,

γγ kzkz +=+     ββ kzkz +=+    αα kzkz +=+  

ABCنقاطاز اينجا نتيجه مي شود كه       . k=1 عدد مختلط مناسبي است با       kكه در آن   ′′′ به ترتيب با   ,,

αβγاعداد مختلط    kkk BCDA، فصل مشترك خطوط  Pپس نقطه   . داده مي شوند  ,,  بايـد جـواب   ′,

  دستگاه همزمان

αδαδ kzkz +=+             ,γβγβ +=+ zz  

    بين اين دو معادلهz از حذف. باشد

 ( ) αδγβαδβγ kzk −−+=−∴  



  خواهيم داشتαاز ضرب طرفين اين تساوي در

( ) kzk −−+=− δαγααβδαβγ  

  با استفاده از قرار دادهاي 

αβγσ =3         ,αβγαβγσ ++=2      ,γβασ ++=1  

  نوشته مي شود تساوي اخير به صورت زير

( ) kzk −−−=− δα
α
σσδσ 3
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    خواهيم داشت3δσkبا گرفتن مزدوج مختلط و ضرب طرفين آن در 

( ) δσ
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σδαδσσδ 3
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  :از دو تساوي اخير نتيجه مي شود كه

( )( ) δσσδσσδ 321
2

3 −−+=+− kkkzkzk  

αβγاما اين رابطه نسبت به      .  در آن صدق نمايد    P اين رابطه اي است كه بايد نقطه          متقـارن اسـت،    ,,

 معادلـه خطـي اسـت مـوازي بـا       از طرف ديگر، اين معادله،.  نيز در آن صدق مي نمايند  ,QRپس نقاط   

AABBCC ′′′ 03به شرط  ( ,, ≠−σδk .( ،نقاط  بنابراين PQR  همخط اند و خطي كه از ايـن سـه           ,,

AABBCC موازي باگذرد مينقطه  ′′′   .است,,

3σδدر حالتي كه  =kداريم ،  

DC′ AB            ,DB′ CA               ,DA′BC  

PQRو لذا نقاط    . بر نقطه بينهايت منطبق اند و نتيجه به طور بديهي صحيح است,,



لب را بـا حالـت    اما ابتدا مط  .  يك دنباله نامتناهي ديگري را معرفي مي نماييم         در پايان اين بخش،   

  .كنيم ميچهار نقطه آغاز 

4321 چهار ضلعي    كنيم  مي فرض   .۴قضيه ,,, AAAA   محاط در يك دايرهP   نقطه اي دلخـواه بـر

1234در اين صورت    . دايره محيطي آن باشد    ,,, DDDD    پاهاي عمودهاي وارد ازP   سيمسن بر خطوط

   نسبت به مثلثهايPنقطه

321 AAA∆      ,421 AAA∆      ,431 AAA∆       ,432 AAA∆  

4321 نسبت به چهار ضلعي Pاين خط را خط سيمسن نقطه . همخط اند AAAAگويند.  

4321 از كليت كاسته شود، مي توان دايره محيطي چهار ضلعي            آنكه  بي .برهان AAAA    را دايـره 

1234واحد فرض كرد، و اعداد مختلط        ,,,, uuuuu       1234 را به ترتيب معرف نقاط ,,,, AAAA گرفت  .

)در اين صورت معادله خط سيمسن نقطه  )uP 432, نسبت به AAA∆چنين خواهد شد  .  
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)پس معادله خط عمود مرسوم از نقطه  )uPبر اين خط سيمسن چنين خواهد شد   
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  قطه تلاقي اين دو خط از تساوي ن ،1Dبنابراين 
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  ۳شکل

  

  با استفاده از قراردادهاي . آيد ميبه دست 
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  رابطه اخير را مي توان چنين نوشت
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  ه از روابطبا گرفتن مزدوج مختلط از دو طرف اين رابطه و استفاد
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  :گيريم مينتيجه 
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  :بنابراين
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   يك ريشه معادله1uچون 
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  است، خواهيم داشت
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234  ولي به دليل تقـارن،  .  در آن صدق مي كند     1Dاين رابطه، رابطه اي است كه        ,, DDD  نيـز 

 بنـابراين نقـاط     معادلـه يـك خـط راسـت اسـت،      از طرف ديگر، ايـن معادلـه،   . د در آن صدق كنند    باي

1234 ,,, DDDD همخط اند.  

  ... نقطه اي بر دايره محيطي آن باشد و Pحال فرض كنيد يك پنج ضلعي محاط در يك دايره، و 

 


