
  قضيه هاي كانتور

  .باز مطلب را با حالت ساده ذيل آغاز مي كنيم

 سه عمود وارد از وسطهاي اضلاع يك مثلث بر مماسهاي مرسوم بر دايره          ).كانتور  . ب. م. ( ۱قضيه

  .محيطي آن در راسهاي متقابل، در مركز دايره نه نقطه اين مثلث متقارب اند

321ان دايره محيطي  آنكه از كليت كاسته شود، مي تو         بي .برهان AAA∆ را دايره واحد فرض كرد  .

αβسازيم كه معادله خطي كه از نقاط  خاطر نشان مي     واقع بر دايره واحد مي گذرد چنين است ,
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 پـس    منطبق شود،α برβص قاطع است وقتي كه ، همان حالت خاαچون خط مماس بر دايره واحد در    

   چنين خواهد شدαمعادله مماس در 
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123اعداد مختط متناظر با راسهاي       ,, AAA      123 را به ترتيب با ,, uuu  پـس معادلـه    . دهيم   نمايش مي

   عبارت است از1Aمماس در نقطه 
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بنابراين معادله عمود وارد از نقطه     
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M،     32 وسط ضلع AA  بر اين خط مماس چنين خواهد ،
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321ادن مختصات مركز دايره نه نقطه     از قرارد  AAA∆ يعني ،( )3212
1 uuu ، در طـرف چـپ ايـن        ++

  :معادله خواهيم داشت
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از اين رو مركز دايره نـه نقطـه در معادلـه عمـود     .  است معادله استكه درست برابر طرف راست معادله     

همين طور، مركز دايره نه نقطـه، بـر عمودهـاي مرسـوم             . صدق مي كند  1A بر مماس در   1Mمرسوم از   

23از , MMست بر مماسهاي در راسهاي مقابل مربوطه نيز واقع ا.  

از مركـزوار هـر   .  نقطه بر يك دايره داده شده باشـند n كنيم مي فرض ).كانتور  . ب. م. ( ۲قضيه  

1−n      ،در ايـن  .  وارد مـي نمـاييم    نقطه از اين نقاط، عمودي بر مماس مرسوم بر دايره در نقطه باقيمانده

  . عمود در يك نقطه متقارب اندnصورت اين 



 نقطـه  n.  عملاً درست به همان صورت قضيه قبلـي صـورت مـي گيـرد         اثبات اين قضيه،   .برهان

12 ,,..., uuun    1معادلـه ممـاس در   . كنـيم   را بر دايره واحـد اختيـار مـيu    بـر دايـره چنـين اسـت  :
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1 2uzuz 23پس معادله عمود مرسوم از مركزوار نقاط . += ,,..., uuunيعني نقطه   
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  :بر اين مماس عبارت است از 
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  واضح است كه نقطه
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  .كند ميدر اين معادله صدق 

كـشف كـرده مبـادرت     ) ۱۹۲۰-۱۸۲۹(كانتور . ب.هم اكنون به بيان دنباله نامتناهي از قضايا كه م    

  . ورزيم مي

123412. ۳قضيه ,,,,, AAAAPP     چهار نقطه اشتراك چهار زوج. گيريم  ميرا شش نقطه همدايره 

12سيمسن مربوط به نقاط  , PPنسبت به مثلثهاي  

321 , AAA∆     ,, 421 AAA∆        ,, 431 AAA∆    ,, 432 AAA∆  

12اين خط را خط كانتور دو نقطه . همخط اند , PP 4321 نسبت به چهار ضلعي ,,, AAAAگويند .  



 بي آنكه به كليت مطلب خللي وارد مي آيد، مي توان فرض كرد كه هر شش نقطه بر دايره                    .برهان

1234واحد قرار دارند و اين نقاط را به ترتيب با اعداد مخـتلط            ,,, uuuu12 و , tt  دهـيم   نمـايش مـي .

)سن نقاط بنابراين معادله هاي خطوط سيم ) ( )1122 , tPtP 432 نسبت به , AAA∆چنين خواهند شد   
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  پس نقطه تلاقي اين دو خط چنين خواهد شد
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  با قرار دادن
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  شود ميرابطه بالا چنين نوشته 
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  و بنابراين
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   خواهيم داشت از اين دو رابطه، 1uبا حذف 
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12يد نقطه تلاقي خطوط سيمسن نقاطاين رابطه اي است كه با , PP 432 نسبت به AAA∆ در آن 

1234اما اين رابطه نسبت به. صدق نمايد  ,,, uuuu  متقارن است ولذا بايد نقطه تقاطع دو خط سيمـسن 

12نقاط   , PP 431نسبت به AAA∆,421 AAA∆,321 AAA∆    از طرف ديگر اين رابطه  .  در آن صدق كند

  .بنابراين، اين چهار نقطه تلاقي همخط اند. معادله يك خط راست است



1234123 فرض كنيد    .۴قضيه ,,,,,, AAAAPPP    سه خـط كـانتور     .  هفت نقطه همدايره باشند

33و2P: نقاط . سه زوج  , PP11و, PP2وP4321،نسبت به چهار ضلعي AAAAايـن نقطـه   .  متقارب اند

123تقارب را نقطه كانتور سه نقطه ,, PPP 4321 نسبت به چهار ضلعي AAAAگويند  .  

ــان ــيش،  .بره ــه روال پ ــرض  ب ــيف ــيم م ــر، كن ــورد نظ ــره م ــد   داي ــد باش ــره واح و    داي

1234123 ,,,,,, uuuuttt  1234123اعــدادمختلطي بــه ترتيــب معــرف نقــاط ,,,,,, AAAAPPP 

33و2P:  بنابراين معادله هاي خطوط كانتور زوجهـاي نقـاط        . هستند , PP1وP   ت بـه چهارضـلعي      نـسب

4321 ,,, AAAAچنين خواهد شد.  

( ) ( )
,

2
1

32
324

33213232432






 +

++++=+
tt

tt
ttttttzztt

σ
σσσ  

( ) ( )
,

2
1

13
134

33213232432






 +

++++=+
tt

tt
ttttttzztt

σ
σσσ  

  لذا نقطه تقاطع آنها چنين است
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123اما اين عبارت نسبت به       ,, ttt          12 متقارن است و لذا خط كانتور دو نقطه , PP     نسبت به چهار ضلعي 

4321 ,,, AAAA ايـن نقطـه بایـد نقطـه ی كـانتور سـه نقطـه         بنـابراين، .  نيز از اين نقطه مي گذرد 

123 ,, PPP 4321نسبت به چهار ضلعي ,,, AAAAباشد .  

12345123كنيم   فرض مي  .۵قضيه ,,,,,,, AAAAAPPP     ايـن   در.  هشت نقطه همدايره باشـند 

123صورت پنج نقطه كانتور سه نقطه  ,, PPP نسبت به چهار ضلعيهاي   

4321 ,,, AAAA ,,,, 5321 AAAA  ,,,, 5421 AAAA    ,,,, 5431 AAAA   ,,,, 5432 AAAA  



123 نقطه ۳اين خط را خط كانتور . همخط اند ,, PPP 54321 نسبت به پنج ضلعي ,,, AAAAAگويند .  

ــان ــل،  .بره ــد قب ــد ،       همانن ــد باش ــره واح ــر داي ــورد نظ ــره م ــيم داي ــي كن ــرض م و  ف

12345123 ,,,,,,, uuuuuttt  اعــــداد مختلطــــي باشــــند كــــه بــــه ترتيــــب نقــــاط 

12345123 ,,,,,,, AAAAAPPP   123بنابراين نقطـه كـانتور سـه نقطـه          . دهند  را نشان مي ,, PPP 

5432نسبت به چهار ضلعي  ,,, AAAAچنين است.  
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  با قرار دادن 
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   بالا چنين مي شودرابطه
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  از اين دو رابطه خواهيم داشت1uبا حذف 
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123اين رابطه اي است كـه بايـد نقطـه كـانتور سـه نقطـه                  ,, PPP      نـسبت بـه چهـار ضـلعي 

5432 ,,, AAAA    12345ولي اين رابطه نسبت به      .  در آن صدق كند ,,,, AAAAA      متقـارن اسـت و 

ــانتور  ــه ك ــه نقط ــستي س ــابراين باي 123بن ,, PPP ــلعيهاي ــار ض ــه چه ــسبت ب 5431 ن ,,, AAAA 

1 2 4 5, , , ,A A A A ,,,, 5321 AAAA ,,,, 4321 AAAA   از طـرف ديگـر ايـن    .  صدق كنند  ، نيز در آن

  .پس اين پنج نقطه كانتور بايد همخط باشند. معادله، معادله يك خط راست است

123451234اكنون فرض كنيد نه نقطه همـدايره        ,,,,,,,, AAAAAPPPP   ،را داشـته باشـيد 

 ...پس، 


