
  قضيه فوير باخ 

، دايره نـه   ∆ABCبا توجه به اينكه دايره نه نقطه      .  باشد ∆ABCمركز ارتفاعات Hكنيم  ميفرض  
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 در دايـره واحـد محـاط        ∆ABCتوان فرض كرد      آنكه خللي در كليت حاصل شود، مي         بي .برهان

ABCبراي اجتناب از به كار بردن علامتهاي دست و پاگير ريشه دوم، فرض مي كنيم راسـهاي          . است ,, 

222به ترتيب با اعداد مختلط ,, abcنمايش داده شوند .  
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ABC كنيم  مي فرض    مثلاً.  ميسر است  c يا ,ab)هاي(با تغيير علامت     به طور پادساعتـسو بـر دايـره    ,,

ــه     ــند و نقط ــع باش ــد واق ــدz=1 درAواح abc  . باش ــار  ,, ــان اختي ــي را چن ــيم م ــه كن  ك

( 1,arg0,0arg −=<<<<− abc ππ .     به ترتيب خواهنـد   ) داخلي  ( بنابراين معادلات سه نيمساز

  :شد

2 2

2 2

2 2

,

,

,

z a bcz a bc

z ab cz b ca

z abc z c ab

− = −

− = −

− = −

  

  
  از حل اين دستگاه همزمان با انتخاب دو معادلات از اين سه معادله داريم

( ).abcabcz ++−=  

  طبق معمول، چنانچه قرار دهيم

,abc=3σ       ,abcabc ++=2σ      ,cba ++=1σ  



) بنابر تقارن ( واضح است كه اين نقطه در معادله سوم باقي مانده       . خواهد شد 2σ−=zنقطه تلاقي فوق    

اين نقطه . پس نشان داده ايم كه سه نيمساز داخلي يك مثلث در يك نقطه متقاطع اند. صدق خواهد كرد

  .ويندتقاطع را مركز دروني مثلث گ

ــه  ــا نقط abcabcIام −−−=− 2σ:   ــهاي ــا راس ــت ب ــي اس ــاي مثلث ــز ارتفاعه ــز مرك ، ني
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  .اين امر براي دو نيمساز ديگر، نيز درست است. روشن مي شود

ABCدهد كه مراكز دواير محـاطي خـارجي          مشاهده مشابه نشان مي    III  مركـز ارتفاعـات     ,,
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  .كنيم  را حساب مي∆ABC، فاصله بين مركز دايره محاطي داخلي و مركز دايره نه نقطه dاكنون
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دانيم كه شعاع دايره نه نقطه         مي
2
 معادله خـط  : كنيم اع دايره محاطي داخلي را حساب مي       شع r. است 1

BC عبارت است از :  

2222 cbzcbz +=+  

)و لذا معادله عمود مرسوم از مركز دايره محاطي داخلي  )2σ−I بر ضلع  BCچنين است   
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  شود از اينجا نتيجه مي شود كه شعاع دايره محاطي داخلي عبارت است از  داده مي
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31كه در آن از واقعيت  σ==aتوان تحقيق كرد كه به آساني مي.  استفاده شده است:
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  .دهد دايره نه نقطه و دايره محاطي داخلي مماس داخل اند كه نشان مي

aa مماس است، فقط بايـد بـه جـاي    AIبراي اينكه ثابت كنيم دايره محاطي خارجي      قـرار  −,

  .دهيم و استدلال بالا را تكرار كنيم

ديويس تحت عنوان، تابع شوارتز و كاربردهاي آن آمده         . ج. در برهان كه در كتاب ب      .برهان ديگر 

گرفتـه شـده    ∆ABCاست، دايره واحد، نه به عنوان دايره محيطي، بلكه به عنوان دايره محاطي داخلي             

BCCAABاط تماس اضلاع  فرض مي كنيم نق   . است αβγ با دايره واحد بـه ترتيـب       ,, پـس  .  باشـند  ,,

  .معادلات اين سه ضلع چنين هستند

γγ 22 =+ zz        ,22 ββ =+ zz       ,22 αα =+ zz  

  

A

B

C

  

  ۲شکل



  

 بـا اعـداد مخـتلط زيـر مـشخص      C،و,AB راسهاي  از حل اين دستگاههاي معادلات دو به دو،   
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  كه در آن 

αβγσ =3       ,αβγαβγσ ++=2       ,γβασ ++=1  

   عبارت اند از ,CAAB وسطهاي ,MNهمين طور نقاط 
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 نقطه اي باشد كه با Kكنيم  فرض مي
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   بنابراين واضح است كه   نمايش داده شده است،
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  چنين خواهد شد
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  كه در آن از روابط 
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  از بسط رابطه اخير خواهيم داشت. استفاده شده است
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 و معادله دايـره محـاط داخلـي       ) معادله دايره نه نقطه     ( از حل دستگاه معادلات متشكل از معادله اخير         

1=zzخواهيم داشت   ،  
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01 كه اگر  شود  مياز اينجا نتيجه     ≠σ      ،ريشه مضاعف خواهـد    ، دستگاه معادله هاي اين دو دايره 

01اگر  . رساند اين دو دايره برهم مماس اند       داشت، كه مي   =σ ـ  ث مفـروض متـساوي الاضـلاع  و    ، مثل

  .شوند منطبق ميهاي نه نقطه و محاطي داخلي بر هم  دايره

αβγ حتي اگز دو تا از نقاط   معتبر است،   بدون تغيير،   محاسبه بالا،   در امتداد الاضلاع مربوطـه  ,,

  ▪. كامل مي شود بدين ترتيب برهان،)  دايره محاطي خارجي باشد  يعني دايره واحد،( قرار داشته باشند 

 


