
  قضيه مورلي 

در اوايل اين سده كـشف كـرده و مطمئنـاً يكـي از              )  ۱۹۳۴ – ۱۸۶۰( قضيه زير را فرانك مورلي      

  .زيباترين قضاياي رياضي است

 نقاط تلاقي خطوط مجاور به هر ضلع از خطوطي كه هر زاويه مثلث را بـه سـه          ).مورلي  . ( ۱قضيه  

  .ي الاضلاع اند راسهاي يك مثلث متساو قسمت مساوي تقسيم مي كنند،

  

  

  ۱شکل

  

  :پيش از شروع به اثبات اين قضيه به لم زير نياز داريم

1234 فرض كنيد    .۱لم ,,, tttt       وترهـاي واصـل   ) امتداد(پس  .  چهار نقطه بر دايره نه نقطه باشند

12بين نقاط , tt34 و نيز , ttدر نقطه   
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  .يكديگر را قطع مي كنند



12دانيم معادلات خطوطي كه از نقاط          مي .برهان , tt      34 و نيز از نقاط , tt گذرنـد بـه ترتيـب       مي

  :عبارت اند از 

,4343 ttzttz +=+          ,2121 ttzttz +=+  

  ر خواهد شدپس فصل مشترك اين دو خط نقطه زي
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 در دايـره واحـد   ∆ABCآنكه خللي در كليت وارد آيد، مي توان فرض كرد كـه           بي .برهان قضيه 

  فرض مي كنيم.  است۱ از آن در نقطه Aمحاط شده و راس
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پس شناسه هايي كه كمان      
∩

BC كه حاوي نقطه(  راA كننـد   به سه قسمت مساوي تقسيم مـي )  نيست

  عبارت اند از

 
3

223 πγβγα ++=+  

  و

3
4232 πγβγα ++=+  
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  ۲شکل

  

بنابراين اگر نقاطي كه     
∩∩

ABAC, به ترتيب   كنند م مي ا به سه قسمت مساوي تقسي      رcc bb و نيز 2, .2 ،

BCcb مقاديرنقاط  بگيريم، ,,, شد،ونقاطي كه  خواهند 33
∩

BC به سه قسمت مساوي تقسيم ميكنند       را

wbccwbبا   222 012 كه در آن   (, =++ ww (  مشخص مي شوند.  

)فرض مي كنيم     ) ( ) ( )λµ PQvR  ,CCوBبه ترتيـب نقـاط تلاقـي ثلـث سـازهاي زوايـاي              ,,

  پس بنابر لم فوق. باشندBو,AAو

cb
cbcbbc

cbcb

cbcb
−

−−+
=

−

−−+
=

−−−−

−−−− 3333

2322

2332
λ  

( )( ) ( ) ( ) ( )cbbccbcb
cb

cbbccbcbcb
+−++=

−
−−++−

= 22
2222

  

1
1 33

13212

13212

−
−−+

=
−

−−+
=

−−−−−

−−−−−

bw
bcbwcb

cbwcb

cbwcbµ  

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ },1 2222

2

23
wbbwbwbw

wbw

wbbbc
+−−+=

−

−−−
=  



( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

1 2 1 1 3 3 2 3

1 2 1 1 3 2

3 2 2
2 2

2

1
1

1
.

b c w b c bc cw c bv
b c w b c cw

b c c c w
w b c cw w c c w

w c w

− − − − −

− − − − −
+ − − + − −

= =
− −

− − −
= = + + − +

−

  

22222 bccbcbcbvww −−++=++∴ µλ  

2 2 2 2

2 2 2

0,

                         b c bcw cw b bw

                         bc bcw bw c cw

                       

+ + + − −

+ + + − −

=

  

  . دست يافتيمخواستيم ميبنابراين به آنچه كه 

دانيم كه اگر به جاي ثلث سازهاي زواياي داخلـي، ثلـث سـازهاي زوايـاي خـارجی                به خوبي مي  

چگونه مي توان برهان قضيه را تغيير داد تا شامل ايـن            . ماند ، قضيه مولي باز هم معتبر مي      شوندگذاشته  

كنيم كه ثلث سازهاي داخلي و خارجي يك زاويه، با هم زاويـه   شود؟ بدين منظور ابتدا ملاحظه مي   حالت  

3/π  طه نق  چون زاويه مركزي دو برابر زاويه محاطي است،       . سازند   ميP )        كه فـصل مـشترك خطـوط

32ماربر نقاط ,bc22 و , cb 32فصل مشترك خطوط ماربر نقاط ) است ,bwc322 و , cwb ؛شود مي  
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  ۳شکل

  

فـصل مـشترك خطـوط      ) است1,22cwbوbc,3رك خطوط ماربر نقاط    كه فصل مشت     (Q نقطه

32ماربر نقاط    ,bcω1,2وcb در صورتی که نقطه ی    ;می شودR)    که فصل مـشترک خطـوط مـار نقـاط 

3,cb1,2وωbc3فصل مشترک خطوط مار بر زوج نقاط)است,cbω1,2وbcخواهد شد .  

bcw به جاي  bwاما اين امر برابر است با گذاردن        در برهان اوليه، روشن است كه با        c به جاي    2,

 از اين رو، حالت ثلث سازهاي زواياي خارجی بدون زحمـت        . محاسبه اوليه معتبر خواهد ماند      ديل،اين تب 

  .شود مياضافي ثابت 



  :اما آيا تبديلهاي ديگري نيز وجود دارند؟ براي پي گيري اين پرسش تبديلهاي 

( ) cwcTc؛ =       ( ) ,bbTc =   ( ) ccTb؛ =    ( ) ,bwbTb =  

 را ,cTbدر صورتي كه  . دارد مي را بدون نگه c بدل مي كند وليbw را به    ,bTbيعني. را وارد مي كنيم   

  :به عنوان مثال. كند مي بدل cw را به cدهد و  تغيير نمي

( ) 22 cwcTT cb =          ( ) ,2 bwbTT cb =  
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  ۴شکل

  



)از اين رو در حالت ثلث سازهاي زواياي خارجي، صرفاً با اسـتفاده از تبـديل                  )bccb TTTT 22  نتيجـه   =

وليه، تحت تبديلهاي ديگر مـثلاً       ولي روشن است كه برهان ا     . شود حاصل مي 




= 22

bccb TTTT    نيـز  

cbمعني هندسي استفاده از تبديل  . معتبر است  TT ، c بـه جـاي    ,bcw به جاي2bw، يعني گذاشتن 2

 عمل تعويض همه ثلث سازهاي زاويه هاي داخلي بـا            عمل دقيقاً شود كه اين     چيست؟ به آساني ديده مي    

  .از اين رو قضيه مورلي در اين حالت نيز درست است. مزدوج آنهاست

3چون
cT= 3=تبديل هماني

bT،۹ ًحالت زير حاصل مي شود كه در آن مثلا ( )cei ، معرف گرفتن ,,

ABCسازهاي داخلي، خارجي و مزدوج راسهايثلث    .به ترتيب است ,,

2
bT  bT  I    

( )ice ,,  ( )iec ,,  ( )iii ,,  I  
( )ccc ,,  ( )cei ,,  ( )cie ,,  cT  
( )eci ,,  ( )eee ,,  ( )eic ,,  2

cT  
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  ۵شکل

  

ايم،  ز سه راس مثلث را ثابت نگه داشته ا حالت بالا، هر يك۹در . توان، كار ديگري كرد در عمل مي

  . را وارد مي كنيمSلذا تبديل . ولي آنچه را كه نياز داريم، ثابت نگاه نداشتن خود مثلث است

( ) .bcS =                ( ) ,cbS =  

ممكن است هـيچ اثـري روي       Sتبديل  . كند  را با هم عوض مي     ,bcي   نقشها S  به عبارت ديگر،  

ولي ثلث سازهاي زاويه داخلي ) فقط نقشها را عوض مي كند (  نداشته باشد  ,BCثلث سازهاي راسهاي    



 تبديل هماني است، دوباره     2Sچون  .  عوض مي كند   Aي زاويه در راس      را با مزدوج ثلث سازها     Aراس  

  . حالت خواهيم داشت كه در جدول زير آمده است۹

  

2
bT  bT  I    

( )eie ,,  ( )cii ,,  ( )iic ,,  I  
( )eei ,,  ( )cec ,,  ( )iee ,,  cT  
( )ecc ,,  ( )cce ,,  ( )ici ,,  2

cT  
  

  مثلاً

        ( ) bcSTb؛ =                   ( ) ,cwbSTb =  

 ( ) ,2 bwcTST cb =          ( ) ,22 cwbTST cb =  

  

)كه به ترتيب به نوعهاي ) ( )ciieei   .شود مي منجر ,,,,,

  :به طور خلاصه داريم

  

)يك جايگشت براي هر يك از  .۱ ) ( ) ( )iiieeeccc   ؛,,,,,,,,

)شش جايگشت از  .۲ )cei  ؛,,

)سه جايگشت براي هر يك از  .۳ ) ( ) ( )iiieeeiic  ؛,,,,,,,,

   نوع مختلف؛۷ مثلث متساوي الاضلاع داريم با ۱۸  پس كلاً

  



                
  

( )iic ,,                                                                 ( )eie ,,  
 

  
( )cec ,,  

  

( )ccc ,,  



)حالتهايي مانند  ) ( ) ( )cciiieeec   .دهند  اند مثلثهاي متساوي الاضلاع نميكه آورده نشده,,,,,,,,

 ثلث ساز زاويه رسـم  ۱۸ مثلث متساوي الاضلاع لازم است       ۱۸شايان ذكر است كه براي رسم اين        

مي گذرد، و هر يك از  ) مثلث متساوي الاضلاع ۱۸از  (  راس   ۳ از     ثلث ساز دقيقاً   ۱۸د و هر يك از اين       شو

  . راس دقيقاً دو بار مورد استفاده واقع شود۲۷اين 

 


