
  تبديلهاي موبيوس 

تبـديلهاي خطـي كـسري،    ( اكنون به توابع مقدماتي ولي مفيد معروف بـه تبـديلهاي موبيـوس          

  .كنيم ولي ابتدا به يك نكته توجه مي. مي پردازيم) تبديلهاي دو خطي، تبديلهاي همساز و غيره 

) صـفحه    مقدار از يك متغير حقيقـي،      –براي مطالعه رفتار يك تابع حقيقي      )yx,،بـراي رسـم      را 

 اين كار بينش و شهود ما را افـزايش  –) به عنوان تابع yبه عنوان متغير و x  (نمودار آن به كار مي بريم  

بـه   در اينجـا  – مقدار از يك متغير مختلط اين كار ميـسر نيـست   –دهد، ولي در مورد توابع مختلط        مي

 كه فراسـوي جهـان مـادي         ،)w و دو بعد براي تابع     zدو بعد براي متغير   ( فضاي چهار بعدي نياز داريم      

 بـراي  zكنـيم، صـفحه    مقدار از دو صفحه مختلط اسـتفاده مـي  –پس براي مطالعه تابع مختلط     . ماست

 مقدار از يك متغيـر حقيقـي،   –اين روش به اندازه حالت توابع حقيقي   . wبراي تابع w و صفحه  zمتغير

  .توانيم انجام دهيم كمال مطلوب نيست ولي اين بهترين كار است كه مي

  تبديلهاي موبيوس با توابع گوياي خاصي به صورت
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−≠0شرط. شوند تعريف مي  βγαδ     شرط حصول اطمينـان از ثابـت نبـودن تـابع ،T  اسـت  .

تبديلهاي موبيوس در همه جاي صفحه مختلط بجز در نقطه
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 بجز نقطه    wهمه جاي صفحه  
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=w بهتر است اين استثناها را با در نظـر  .  دارد)يكتا ( ، يك پيشنگاره

گرفتن تبديلهاي موبيوس بـه عنـوان نگاشـتي از كـره ريمـاني بـر روي خـودش، و ايـن تعريـف كـه                   

نگاره
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=w همان ∞=z   بـا توجـه بـه      .  برداريم  است، از ميان

 اين بسط تعريف تبـديلهاي موبيـوس، بـه مـا             اينكه عكس تبديل موبيوس يك تبديل تكمقداري است،       

، از صـفحه مخـتلط   )يك به يك و پوشـا   ( دهد كه تبديلهاي موبيوس را نگاشتهايي دو سويي           امكان مي 

  .  بر روي خودش تلقي كنيمCتوسيع يافته 

)ن است كه نگاشته هماني يك تبديل موبيوس است        روش )0, === γβδα .      ،عـلاوه بـر ايـن

    با ضابطه 1w را بر روي صفحه z يك تبديل موبيوس است، يعني اگر صفحه تركيب تبديلهاي  موبيوس،
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   با ضابطه w را بروي صفحه 1wو صفحه 
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  شود شود كه با رابطه زير داده مي ميwبر روي صفحهz بنگاريم، نتيجه آن يك تبديل موبيوس از صفحه
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  .شود پذيري را تحقيق نمود و بنابراين قضيه زير اثبات مي توان شركت به طريقي مشابه مي

دهد؛ يعني چهار اصل      يمركب از همه تبديلهاي موبيوس، يك گروه تشكيل م        M مجموعه .۱قضيه

  :موضوع زير در آن صدق مي كند

MSTبه ازاي هر دو تبديل  .الف  M، معين و عنصري از TSآنها )تركيب (  حاصلضرب  ،,∋

MTSيعني  . است ∈.  

بـه ازاي هـر   :  داراي عنصري مانند  به نام عنصر هماني است بـا ايـن ويژگـي كـه             M  .ب 

MTTITTI ∈== ,.  

MTبه هر عنصر      .ج  MT عنصري مانند  ∋ كـه    ، متنـاظر اسـت،    T، به نام عكـس      1−∋

  .ويژگي زير را دارد

ITTTT == −− 11  

ــركت  .د  ــانون شـ ــذيري در قـ ــتMپـ ــرار اسـ ــديلهاي  :  برقـ ــه تبـ ــه ازاي همـ بـ

( ) ( ) MUSTSUTUTS ∈= ,,,.  

عبارتي كه براي حاصلضرب تبديلهاي موبيوس به دست آورديم، ماتريسها را در ذهن مـا تـداعي        

  تيب با   در فوق را به تر,TSاگر تبديلهاي موبيوس . كند مي
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  : آنگاه  نمايش دهيم،
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  ×22يعني اين نماد با عمل ضرب ماتريسها تطابق دارد، يا بهتر بگوييم گروه همه ماتريسهاي وارونپذير    

  .با گروه همه تبديلهاي موبيوس همريخت است

) بـا همـان عمـل گروهـي         ( را هنگامي زير گروه گويند كه خودش           زير مجموعه اي از يك گروه     

  .آوريم  ميMدر اينجا مثالهايي از زير گروه موبيوس. تشكيل گروه دهد

  : مجموعه همه انتقالها.۱مثال 

bبه ازاي مقدار ثابت ناصفر(  ∈£         ( bzTzw +==  

  :ساعها مجموعه همه اتّ.۲مثال 

αبه ازاي مقدار ثابت ناصفر(  ∈£           (zTzw α==  

  در واقع اين زير گروه شامل دو زير گروه مهم است

  :بزرگنماييها .الف

azTzw)                 مقدار ثابت مثبت است αكه (  ==  

  .  استaكردن به نسبت ) كوچك ( اين، همان بزرگ 

  :دورانها  .ب 

k            ( kzTzw=1: كه در آن      (  ==                    

كه بزرگنماييهـا و دورانهـا جابـه جـايي          بايد توجه كرد    .  است kاين همان دوران محول مبدا با شناسه        

  .هستند و هر اتساع، حاصلضرب يك بزرگنمايي در يك دوران است



  :  متشكل از عنصر هماني و عكس آنM زير مجموعه .۳مثال 
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  .نيز يك زير گروه است)  به تنهايي ( 

  :يوس، يعنياكنون تابع گوياي معرف تبديل موب
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  :دو امكان وجود دارد. را به كسرهاي جزئي تجزيه مي كنيم

   و داريمδ≠0، آنگاه γ=0اگر  .الف
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  .  انتقالها و يك عكس كردن است شود كه يك تبديل موبيوس حاصلضرب اتساعها، از اينجا نتيجه مي

اين امر در مورد . نگارند به خطوط، و دواير را به دواير ميروشن است كه انتقال و اتساع، خطوط را    

فـرض  . مانند ر عمل عكس پايا مي    تقيم و دواير د   ولي خانواده همه خطوط مس    . عمل عكس درست نيست   

  .كنيد
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  :و يا به صورت ديگر معادله

  acb >2        0=+++ czbzbzaz  
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اگـر   يك خط،( له يك دايره    معاد  ،) عددي مختلط    1

0=a ( با انجام عمل عكس  . در صفحه است
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  .كه معادله اي از همان نوع است و قضيه زير را به دست مي آوريم

  .نگارند ه را بر خودشان مي تبديلهاي موبيوس، خانواده همه دواير و خطوط مستقيم صفح.۲قضيه

  .شوند حالات خاص دواير در نظر گرفته ميهمان گونه كه گفتيم، خطوط مستقيم 


