
  نسبتهاي ناهمساز

، لذا با داشتن سه شـرط بايـد   كند ميهر تبديل موبيوس را نسبتهاي بين ضرايبش كاملاً مشخص       

 از آنجـا كـه هـر     به خصوص،.  تعيين كنيمكند  ميبتوانيم يك تبديل موبيوس را كه در اين شرايط صدق           

يم كه يك دايره مفـروض از   ، پس بايد بتوانيم تبديل موبيوسي پيدا كن       شود  ميدايره با سه نقطه مشخص      

  . صفحه بنگاردw را بر دايره مفروضي ازzصفحه

  :فرض كنيد. مطلب را با مشاهده زير آغاز مي كنيم
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به علاوه، اگر صورت . آيد  به دست ميz بر حسبwل موبيوس  حساب كنيم، تبدي  z را بر حسب     wاگر

. يكي از دو طرف صفر شود، صورت طرف ديگر نيز بايد صفر شود و مخرجها متناظراً به هم مربوط باشند                    

123بدين ترتيب اگر يك تبديل موبيوس      ,, zzz    123   را به ترتيب بر ,, www  تـوانيم    بنگارد، آنگاه مـي

  .چنين بنويسيم
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، تبديل موبيوسي كه با اين معادله مـشخص         kبدون در نظر گرفتن مقدار    . شود  تعيين مي kكه بايد ثابت  

23شود    مي , zz  23ه ترتيب بر را ب , wwبنابراين كافي است . نگارد ميk1 را چنان انتخاب كنيم كهz  بـا 

1wيعني .  متناظر شود  
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يا از تقسيم اين دو تساوي بر هم و حـذف  ( گذاريم   رابطه قبلي مي   را به دست آورده آن را در       kاز اينجا 

k (خواهيم داشت:  
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123اين تبديل موبيوسي است كه       ,, zzz    123 را به ترتيب بر ,, www امـا اگـر ايـن تبـديل     . نگارد مي

  .. بنگارد، بايد داشته باشيمow را نيز بر ozموبيوس 
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  :پس قضيه زير را ثابت كرده ايم

  .ماند  نسبت ناهمساز بر اثر تبديلهاي موبيوس ناوردا  مي.۱قضيه

ozzzzبديل موبيوسي وجود داشته باشد كه      شرط لازم و كافي براي اين كه ت        .۱فرع   ,,, را به  123

owwwwترتيب بر  ,,,   : بنگارد، اين است كه تساوي زير برقرار باشد123

( ) ( )321321 ,؛,,z؛, zzzwwww oo =  

براي اينكه صحت اين قضيه را با كليت تمام بيان كنيم تعريف نسبت ناهمساز را براي حالتي كه يكـي از               

. كنيم ا كه شامل اين نقطه هستند حذف ميدهيم، بدين صورت كه اصلاً عواملي ر  باشد تعميم مي∞ نقاط

  : خواهيم داشت0z=∞مثلاً اگر
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  :زيرا با توجه به روابط
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  .آيد دست مياين نست به طور خيلي طبيعي به 

 تـوان تبـديل موبيوسـي را كـه سـه نقطـه مفـروض           شـود كـه همـواره مـي         اينجا نتيجه مي  از  

1 2 3
ˆ, ,z z z 1 را به سه نقطه متمايز از پيش تعيين شده   £∋ 2 3

ˆ, ,w w w   :مي برد با نوشتن £∋
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)چون تناظر   . به دست آورد  wوحل اين معادله نسبت به     ) jj wzj →= اين تبـديل موبيـوس را      3,2,1

  .كاملاً معين مي كند، تبديل موبيوس مطلوب به دست مي آيد

را بـر يـك   )) دايـره ((موبيوس يـك  چون يك دايره با سه نقطه اش معين مي شود و يك تبديل              

 را بر يك دايـره  zه يك دايره مفروض صفحه پس مي توان تبديلهاي موبيوسي را ك   . نگارد مي)) دايره  ((

به علاوه  سه نقطه متمايز دلخواه دايره اول را مي توان برسـه  . مي نگارد به دست آورد wمفروض صفحه 

  .نقطه دلخواه دايره دوم نگاشت

ozzzz چهار نقطه  .۱مثال  ,,, اند، اگر و فقط اگر نسبت ناهمساز آنهـا،         )  همخط   يا( همدايره 123

( )321 ,z؛, zzzoحقيقي باشد ،.  



هستند، اگر ) همخط ( چهار نقطه همدايره .  دراينجا برهان ديگري براي آن مي آوريم.برهان ديگر

چون . ردو فقط اگر يك تبديل موبيوس چنان وجود داشته باشد كه اين نقاط را بر نقاط محور حقيقي بنگا      

  .نسبت ناهمساز چهار عدد حقيقي، عددي حقيقي است، پس قضيه ثابت شده است

 يعني يك تبديل موبيـوس زاويـه بـين دو             هر تبديل موبيوس يك تبديل همديس است،       .۲قضيه

  .را محفوظ نگاه مي دارد) اندازه و جهت آن ( منحني متقاطع 

فرض كنيـد   . رد كه اين دو منحني دايره اند بي آنكه از كليت كاسته شود، مي توان فرض ك       .برهان

12 , zz  ،3   نقاط تقاطع اين دو دايره باشندz 4 را بر يكي از اين دواير وz را بر ديگري اختيار مي كنـيم  .

  :در اين صورت
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  ۱شکل

  



34فرض كنيد    , zz          1 هر يك بر دايره مربوطه خود به سمتz         ميل كنند، در اين صورت سـمت  ،

دارد خواننده اي كه با هندسه مقدماتي آشنايي . ( راست اين رابطه زاويه بين دو دايره متقاطع خواهد شد

ساز بر اثـر هرتبـديل موبيـوس پاياسـت و       اما نسبت ناهم  ). تواند استدلال بخش بعدي را دنبال كند         مي

  ▪       .                                                                                       آيد بنابراين، نتيجه مطلوب به دست مي

نگاشـته  wدرصـفحه ′C را به دايرهz  در صفحهC دايره Tفرض كنيد كه يك تبديل موبيوس      

12 را به دو ناحيهzصفحهCدايره  .است , 12 بـه دو ناحيـه   راw صفحه ′C، و دايره∆∆ ,  تقـسيم  ′∆′∆

12هر دو نقطه  . نمايد مي , zz   در صفحهz      را مي توان با يك كمان l          از دايره و يا پاره خطي كه دايره C 

يـا پـاره   (  كماني از دايره  T بر اثر تبديل موبيوس    lت نگاره   در اين صور  . را قطع نكند به هم وصل كرد      

12است كه نگاره هاي   ) خطي   , zz كند و دايره   را بهم وصل ميC′   از اينجـا نتيجـه   . را قطع نمـي كنـد

12شود كه نگاره هاي      مي , zz    همـين امـر در مـورد نقـاط         . ′∆2قراردارند يا هـر دو در     ′∆1 يا هر دو در

چون هرتبديل موبيوس دو سوئي اسـت، چنانچـه بـه ازاي مقـداري ماننـد          . نيز صادق است   ∆2دلخواه

1∆∈z 1، نگاره اش∆′∈zT بر اثر تبديل ∆1، آنگاه نگاره T باشد؛  در صورتي كه اگر ′∆1 بايد تمامي 

2∆′∈zT بر اثر∆1، نگاره T باشد′∆2 بايد تمامي   .  

نگاره هاي آنها بر اثر هـر تبـديل   . گيريم و يكي از شعاعهاي آن را در نظر مي      Cاكنون يك دايره  

چون . كنند  قطع مي و يك قوس مستديري هستند كه يكديگر را به زاويه قائمه′C يك دايره Tموبيوس

  تبديل بلافاصله متوجه مي شويم كه اگر با يك دارد، هر تبديل موبيوس جهت زوايا را نيز محفوظ نگاه مي

  

  



           

  ۲شکل 

  

 در جهـت خـلاف      zقطـه  نگاشته شود، هنگامي كه يك ن      ′C به داخل دايره   C داخل دايره    Tموبيوس

، نيز در جهت خلاف عقربه هاي ساعت بر      w تغيير مكان دهد، نگاره آن،       Cعقربه هاي ساعت بر دايره        

ته شود، آنگاه هنگـامي   نگاش′C، بر خارجCاز طرف ديگر، اگر داخل   .  تغيير مكان خواهد داد    ′Cدايره  

در جهـت  w نگـاره اش  حركـت نمايـد،  Cدرجهت خلاف عقربهث هاي ساعت بر دايـره  zكه يك نقطه  

  .حركت خواهد كرد′Cهاي ساعت بر دايره  عقربه

 بر دوايـر مربوطـه در يـك    T بر اثر يك تبديل موبيوس  w و نگاره اش   zبه عكس اگر يك نقطه    

 در دو ,zwمي برد، در صورتي كه اگر       ′Cدايره را به داخل     C داخل دايره  Tجهت حركت نمايند، آنگاه   

  .برد  مي′C را به خارج دايره C داخل دايرهTجهت مختلف حركت نمايند، 

را بـه صـورت يـك    ) يا يك منحنـي  (  يك دايره    :مناسبتر اين است كه قرار داد ذيل را بپذيريم          

گيريم، در اين صورت هنگامي كه نقطه اي بر  در نظر مي )  معمولاً با معادلات پارامترهايش (منحني جهتدار 

  مي بيند، بنابر تعريـف،    )) طرف چپ   (( كند ناحيه اي را كه ناظر در          حركت مي ) منحني بسته (اين دايره     

 .نگارد مي) يك دايره ( را به داخل ) يك دايره (ر داد يك تبديل موبيوس داخل با اين قرا. گيريم داخل مي


