
  اصل تقارن

فرض كنيد شعاعي .  يكديگر را به زاويه قائمه قطع كرده اند,ABكنيم دو دايره به مراكز  فرض مي

  . قطع كند,PQ  را در نقاط  B مي گذرد دايره Aكه از 

T         را يك از دو نقطه تقاطع دوايرAB, )        استدلال ما به اين امر كهT      كدام يك از نقاط تقـاطع 

 فقط اندك اصلاحاتي مورد نياز واقـع    با هم عوض شوند،,PQ همچنين اگر جاهاي–باشد وابسته نيست   

  :پس. گيريم  ميB را قطري از دايرهTSو ) شود   مي
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  ۱شکل

  

از . ) كنـيم  توجه كنيد كه در اين فصل ديگر روي همجهت بودن دو مثلث متشابه پافشاري نمـي            (

  :شود كه  اينجا نتيجه مي
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 B بدين معني كـه دايـره    بستگي دارد،B فقط به دايرهQبويژه نقطه . استA شعاع دايره  rكه در آن  

  .اما بينهايت از اين دواير وجود دارند.  مي گذردP دايره عمود است و از نقطه Aبر

 ,PQ هر گاه هـر دو نقطـه          گويند،A را قرينه يا منعكس يكديگر نسبت به دايره        ,PQدو نقطه   

.2و   گذرد مي) مركز دايره  ( Aروي شعاعي باشند كه از نقطه  rAQAP   . شعاع دايره استr، كه =

خودش منطبق  مركز اين دايره و نقطه بينهايت قرينه يكديگرند و قرينه يك نقطه واقع بر دايره بر

 فقط و فقط وقتي قرينه يكديگرند كه نسبت به اين خط قرينه         هط اگر دايره به خط بدل شود، دو نق        .است

  .گر باشنديكدي

  :بحث فوق، نيمه اول برهان لم زير است

 بگذرد، آنگاه بايـد از نقطـه   P عمود باشد و از نقطه اي مانند Aبر يك دايره . B اگر دايره    .۱لم

Q  ،   قرينه نقطه P     نسبت به دايره يA  به عكس، اگر دايره اي مانند     . ، نيز بگذردB      از دو نقطـه PQ, ،

  . د بر هم عمودن,ABقرنيه يكديگرند بگذرند، آنگاه دو دايره Aكه نسبت به دايره 

با نمادهاي فوق بنا . شود مي برهان عكس قضيه تنها با معكوس كردن استدلال فوق، حاصل     .برهان

  .به فرض داريم

2: ATAQAP AQATATAP      يعني      = :: =  

  :در نتيجه
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  :بنابراين
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  .كند  تبديل موبيوس، تقارن را حفظ مي).اصل تقارن  ( .۱قضيه

 نقاط T متقارن باشند و تبديل موبيوس     A نسبت به دايره     ,PQ فرض مي كنيم دو نقطه       .برهان

PQ,     را به ترتيب به نقاط PQ خـواهيم نـشان دهـيم كـه       مـي ′A را بـه دايـره   A و دايره  بنگارد,′′

PQنقاط   . قرينه اند′A نسبت به دايره ,′′

پـس  .  عمـود اسـت    ′Aگذشته و بـر دايـره       ′Pدايره دلخواهي باشد كه از نقطه       ′Bفرض كنيد   

BTپيشنگاره   )  و لذا همديس است    تبديلي موبيوس،  T−1زيرا    ( A دايره اي است عمود بر دايره        1−′

PPTو از نقطه     BTبه لم پيش، دايره  با توجه   .   مي گذرد   1−′= از .  بگـذرد Q  نيز بايـد از نقطـه   1−′

  . باشد′Aايره نسبت به د′P قرينه′Q يعني   بگذرد،′Q بايد از نقطه ′Bاينجا نتيجه مي شود كه دايره

 مي نگارد بايد بـه صـورت   w=1 را بر دايره يكه      z=1 تبديل موبيوسي كه دايره يكه       .۱ مثال

  :زير باشد
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) فرض كنيد  .اثبات )1, ≠∞≠ αα0  نقطه اي باشد كه بر=wنگاشته شده است.  

پس نگاره قرينه اش 
α
  . باشدw=∞بايد) نسبت به دايره يكه  ( 1
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  :، خواهيم داشتz=1 ، با قرار دادنz=1  وقتي برقرار است كه داشته باشيمw=1چون تساوي 
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 به zداخل دايره يكه صفحه . بنابراين تبديل موبيوسي كه چنين به دست آيد در آن شرط صدق مي كند   

  .α>1 يا  α<1 نگاشته مي شود هر گاه  wترتيب بر داخل يا خارج دايره يكه صفحه 

  بنگـارد، w در صـفحه  w=1 را بر دايره z هر تبديل موبيوس كه محور حقيقي صفحه        .۲مثال 

  بايد به شكل
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=∞ متناظربا z نقاط صفحه  .اثبات ,0w  ،يعنـي مـزدوج    بايدنسبت به محورحقيقي قرينه يكديگر

  :بنابراين. مختلط يكديگر باشند

( )zw k  
z

− µ
= µ∉

− µ
¡  



=1 داريم  حقيقي است،zهنگامي كه
−
−

µ
µ

z
z وw1يعني .  بايد بر دايره يكه واقع باشد=w و ،

به عكس، روشن است كه تبديلهاي موبيوس به شـكل بـالا در شـرايط مطلـوب صـدق                . k=1از آنجا   

بسته بـه اينكـه   .  نگاشته مي شودw=1نيمه بالايي صفحه   بر داخل يا خارج دايره يكه           . خواهند كرد 

0>ℑµ   0 يا<ℑµ.  


