
  يك جفت دايره

  را بر يـك دايـره   zقبلاً ديده ايم كه با يك تبديل موبيوس مي توان يك دايره دلخواه از صفحه         

اما در مورد يك جفت دايره چطور؟ آيا همواره مي توان بـا يـك تبـديل          .  نگاشت wمشخصي در صفحه  

12موبيوس يك جفت دايره دلخواه  ,CC در صفحه  Z 12را بر يك جفت  دايره مشخص ,CC در صفحه ′′

w   12 نگاشت؟ چون تبديل موبيوس همديس است واضح است كه اگر ,CCيكديگر را به زاويه θ  قطـع 

12  نند،ك ,CC توانيم وجود   آيا مي اما اگر اين شرط برقرار باشد،.  قطع كنندθنيز بايد يكديگر را به زاويه′′

  چنين تبديل موبيوسي را تضمين كنيم؟

 با يك تبديل موبيـوس      توان  ميبراي اثبات اين حكم كافي است ثابت كنيم كه          . پاسخ مثبت است  

12يك جفت دايره دلخواه     ,CC،يكديگر را به زاويه  را θ  بـر محـور حقيقـي و خـط     كننـد  مـي  قطـع ،

sin cosx yθ − θ خيلي سـاده، يكـي از دو   . اما انجام اين كار ساده است ). چرا كافي است؟    . (  نگاشت

12دايره متقاطع    ,CC  12بـدين ترتيـب نگـاره هـاي    . نگاريم  مي∞ را بر نقطه ,CC   دو خـط متقـاطع 

دهيم و با يك دوران  حال نقطه تقاطع اين دو خط را به مبدا انتقال مي. استθشوند كه زاويه بين آنها  مي

  .شود مناسب كار تمام مي

كه در كجا از ايـن فـرض     (  همنهشت صفر نيست     θ )πپيمانه( ل بالا فرض كرديم كه      در استدلا 

گوييم كه با يك تبديل موبيوس،  خوب، اگر اين دو دايره بر هم مماس بودند چطور؟ مي         ) استفاده كرديم؟   

12فت دايره مماس بر هم مشخصدو دايره مماس بر هم دلخواه را مي توان بر يك ج         ,CC بـاز  .  نگاشـت ′′

12كافي است ثابت كنيم كه يك جفت دايره مماس بر هم دلخواه  ,CC را مي توان با يك تبديل موبيوس 



0,1بر دو خط موازي      == yy دو دايره را بـر  نقطه تماس اين: باز هم انجام اين كار ساده است    .  نگاشت 

12 كه در اين صورت نگاره هاي دواير     نگاريم،  نقطه بينهايت مي   ,CC يك جفت خط موازي خواهند شـد  .

  .رسيم به منظور خود مي) يعني يك دوران و به دنبال آن يك بزرگنمايي ( حال با اين انتقال و يك اتساع 

گوييم با يك تبديل موبيوس همواره مي توان يـك  . تندماند حالت دو دايره اي كه متقاطع نيس      مي

براي اثبـات   . جفت دايره نامتقاطع را بر يك جفت دايره نامتقاطع را بر يك جفت دايره هم مركز نگاشت                

. نگاريم ، اختيار كرده آن را بر نقطه بينهايت مي     2C اين ادعا، ابتدا نقطه اي بر  يكي از اين دو دايره، مثلاً            

12دراين صورت نگاره هاي      ,CC    اين دايره را  . كنند  شوند كه يكديگر را قطع نمي       ، دايره و خطي ميk  و 

   H.  عمود باشدl گذشته و برخط k خطي باشد كه از مركز دايرهmفرض كنيد. ناميم  را ميlاين خط
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دايـره اي   .   اسـت   k خارج دايـره     Hتوجه داريم كه    . گيريم   مي l,mرا فصل مشترك خطهاي     

براي اين منظور كافي است شعاع اين دايـره را طـول   . ( كنيم  رسم ميk و عمود بر H به مركز   Sمانند

ط تقـاطع   بالاخره يكي از نقـا    ).  مشخص مي شود     Sلذا دايره   .  بر اين دايره بگيريم    Hمماس مرسوم از  

 و kپس نگاره هاي دايره. را بر نقطه بينهايت مي نگاريم) هر كدام را كه خواستيد  ( S و دايره يmخط 



 و خـط  Sاما نگاره هاي دايره.  عمودندl و خطS دو دايره هستند كه هر دو بر نگاره هاي دايره           lخط  

mبنابراين بايد نگاره هاي دايره . ، دو خط متعامدندk و خط lيك جفت دايره هم مركز باشند .  

يد؛ چنين نيست كه مي توان يك جفت دايره نامتقاطع دلخواه را بر يـك جفـت               به دقت توجه كن   

 اگر دو دايـره نامتقـاطع داده شـده باشـند، نـسبت               چه،.  مشخص شده اي نگاشت     دايره هم مركز قبلاً   

شعاعهاي دو دايره هم مركزي كه بتوان دو دايره مفروض را بر آنها نگاشـت عـددي اسـت مـشخص در                 

  .اختيار ما نيست

}كنيم       فرض مي  .مثال  }; 1D z z= ∈  قـرص بـسته     ′D قرص بسته دايره يكه باشـد و         £≥

DDبه ويژه دواير مرزي بسته .  (Dديگري درون  خواهيم نشان دهـيم   مي.) كنند  يكديگر را قطع نمي′,

 را بـر قـرص   ′Dكه تبديل موبيوسي وجود دارد كه اين قرص دايره بسته يكـه را بـر خـودش و قـرص       

{ };w w r∈   محاسبه * )۱۹۹۱ – ۱۹۰۳(به پيروي از شوينبرگ . ،  بنگاردr، با يك شعاع متناسب    £≥

  .كنيم ميرا چنين دنبال 

بي آنكه از كليت مساله كاسته شود، در صورت لزوم با دوراني مناسب، مي توان فـرض كـرد كـه               

   بر محور حقيقي واقع است و خط′Dمركز

[ ] { }, ; 0a b D z z′= ∩ ∈ ℑ =£  

+=0اگر  .  است ′Dقطري از    ba   تـوان   مي پس بي آنكه از كليت كاسته شود. ، مساله اثبات شده است

+<0 فرض كرد ba )  0در واقع حتي اگر<+ ba با اصلاح جزئي استدلال ما معتبر خواهد بود ،.(  

هاي آنهـا در   و نگاره zبا يادآوري مثالي از بخش قبل و توجه به اين كه دو قرص دايره در صفحه  

  كوشيم تبديل موبيوسي به صورت ، همه نسبت به محور حقيقي متقارن اند، ميwصفحه 
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اين   چون همه ضرايب حقيقي اند،. عدد حقيقي مناسبي باشد كه بايد تعيين كنيم αپيدا كنيم كه در آن      

. اند  دو نقطه ثابت اين تبديل موبيوس۱ و  -۱به علاوه   . نگارد وس محور حقيقي را بر خودش مي      تبديل موبي 

DDچون هر تبديل موبيوس همديس است، و مرز دايره هاي قرصهاي              محور حقيقي را به زاويه قائمه       ′,

 را ,ab چنان يافت كـه  αند كنند، كافي است نشان دهيم كه مي توان عددي حقيقي مانند مان        قطع مي 

rrبه  −,) r معني اين، اين است كه معادله. بنگارد) عددي حقيقي  
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  . خواهيم داشتαمعادله بر حسببا مرتب نمودن اين . بايد ريشه هاي حقيقي داشته باشد

( ) 01122 =+
+
+

− αα
ba
ab  

با محاسبه 
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  :  مبين آن1
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به علاوه از علامتهاي ضرايب معادله ديده . كنيم كه اين معادله ريشه هاي حقيقي دارد     ملاحظه مي 

با توجه به فرض ما كه دواير (  است ۱چون حاصلضرب ريشه هاي برابر .  اندشود كه هر دو ريشه مثبت     مي

DDمرزي    ۱ و۰، نتيجه مي گيريم كه يكي از ريـشه هـا بـين           ) ريشه نيست    α=1 متقاطع نيستند،    ′,

  .ي خودمان مي گيريم و كار تمام استαريشه بين صفر و يك را . ۱است و ديگري بزرگتر از 

م مركز بنگاريم، با  در واقع، اگر صرفاً بخواهيم دو دايره مرزي را بر يك جفت دايره ه   .الف.  تبصره

انتخاب ما بستگي به اين دارد كه بخواهيم دايره كوچكتر را    . توانيم اين كار را انجام دهيم      يك انتخاب مي  

  .به يك دايره كوچكتر بنگاريم

DD حتي اگر    . ب 1,1يعني( ′⊂ −<> ab( ،            فقط با اندكي اصلاح استدلال ما معتبـر خواهـد 

  .بود

CCكنيم    فرض مي  ).اشتاينر  . ي. ( ۱قضيه درون  ) ′C  مثلاً(  دو دايره در صفحه باشند كه يكي    ′,

و مماس خارجي بر C رسم مي كنيم كه مماس داخل بر 1Kدايره اي مثل. واقع باشد)   Cره  داي(ديگري  

C′ 2بعد دايره اي مثل     .  باشدK         رسم مي كنيم كه مماس داخلي بر C         و مماس خـارجي  بـر CK ′,1 

)اين روند را ادامه مي دهيم تا يك رشته دايره      . باشد ) 12 ,,...,3 KKKn n≥ كه هر jK مماس داخلي 

) و مماس خارجي بر      Cبر   ) 11,12, −+−≤≤′ jj KKnjC،ر چنين پيش آيد    اگ.  به دست آوريم    است



CCو البته  بر   ( 1K بر   nKكه    هـر  1Kمماس شود، انتخاب جاي دايره اوليه  ) nK−1 و همچنين بر ′,

  . مماس خواهد شد1K بر nKچه باشد باز هم

CC وقتي دواير  .برهان را با يك تبديل موبيوسي بر دو دايره هم مركز بنگاريم، بداهت قضيه به              ′,

  .روشني ديده خواهد شد
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 اشـتاينر    محاط كرد،C دايره مماس بر هم در دايره n براي حالتي كه بتوان يك رشته از   .تبصره

rrاي بين رابطه CCيعني شعاعهاي دواير  ′,   : و خط المركزين اين دو به دست آورده است′,
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