
  ک صفحهيک صفحه بر ي ير موازيتصو

  ن صفحهي آفيل هايتبد

πوπم  يريگ π برπير موازيمنظور از تصو. باشند ) ا متقاطع ي يمواز( ز ي دو صفحه متما ′  ينگاشـت a در امتداد ′

πبرπاست از    πاز′pک نقطه ي،  π از   p که به هر نقطه    ′ pp مربوط کند که خط    يرا به گونه ا   ′ . باشـد a بـه مـوازات      ′

F ماننديکلش را به    πاز صفحه Fن نگاشت هر شکل   يا) ) ب(و) الف(۱شکل  ( π در′  ـ) هيسـا (نگاره .  کند ي بدل م′ ک ي

  .ان نتيجه يک تصوير موازي انگاشته شودبر اثر تابش نور خورشيد  مي تواند به عنوپنجره بر کف اطاق ، 

  

F

F

P

P

a

                  

F P

F P

a

  

  )ب(۱              شکل                        )                    الف(۱شکل

  

π و πهرگاه صفحات   را به شکلي قابل انطبـاق بـا آن       πموازي باشند ، تصوير موازي ، يک شکل واقع در صفحه          ′

πدر اگر ) ) . الف (۱در فضا بدل مي شود ؛ شکل aدر اين حال تصوير موازي به يک انتقال در امتداد خط      (  بدل مي کند     ′

πو  πصفحات   ؛ توجه خواننـده را  ) ب (۱شکل ( قواره مي کند   ر موازي ، شکل اصلي شکل ها را بي        ، تصوي موازي نباشند   ′

  .)م طلوع و غروب خوشيد جلب مي کنيمبه بيقوارگي سايه هاي اجسام به هنگا



 را يها بر اثر آن ، حل مسائل هندسيکربندي مناسب و در نظر گرفتن نگاره پ      ير مواز ي توان با انتخاب تصو    ياغلب م 

 ـيد ويابتدا با ،يول. ص داده شده است يک حل مسائل تخصين تکنين بخش به ايا. کرد  ساده    ـ بني هـا يژگ ر ي تـصو يادي

  .مي کني را بررسيمواز

  

π بر خطوط صفحهπ ، خطوط صفحهير موازيدر تصو  .الف کـه از  a بـا يرا خطوط موازيز.  شوند ي نگاشته م′

 ـ يتـشک  ) a با يو مواز lمار بر  ( σک صفحه ي رسم شوند،    πاز صفحه lط   خ کينقاط   در .  دهنـد    يل م

l ، خط  ير مواز ي بر اثر تصو   lجه نگاره ينت πباσ فصل مشترک صفحه     ′ به عکس ، ) . ۲شکل( خواهد بود    ′

πهرخط در   .  استπاز صفحه ي نگاره خط′

lوlرا هرگاه   يز.  شوند   ي بدل م  ي به خطوط مواز   ي ، خطوط مواز   ير مواز يدر تصو   . ب  واقع در ي دو خط مواز′

lوl  و مـار بـر  a بـا  يمـواز 1σوσباشـند، صـفحات   πصفحه    ـ′ lوlجـه  يدر نت.  انـد يواز م ، فـصل  ′

π با1σ وσيمشترکها   ) .۳شکل( شوند ي مي ، مواز′
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  ۳                شکل                                              ۲شکل

  

ه ين قـض يجه بلافصل اين ، نتيا.  ماند ي دو پاره خط هم خط محفوظ م  يول ها  ، نسبت ط   ير مواز يدر تصو   . ج



؛ ) الـف (۴شـکل  ←. ( کنند ي متناسب جدا ميه پاره خط هايک زاوي ، از اضلاع يخطوط مواز : است که   

CBBABCABکه ′′′′= //(   

 يرا فرض ميز.  ماند يز محفوظ مي نيو خط مواز دو پاره خط واقع بر دي ، نسبت طول ها   ير مواز يدر تصو  

 ـ ي ، و فرض م    CDAB که ي باشند به طور   π دو پاره خط در صفحه     CD و ABميکن  ي نقطـه ا   Eمي کن

 ي را بـه متـواز     ACDE الاضلاع ي متواز ير مواز يک تصو ي) . ب۴ شکل(ACEDچنانکه   ABباشد بر 

EDCAالاضلاع BAبه پاره خط  ABرا پاره خط    يز. (  کند   ي بدل م  ′′′′  بـه خطـوط     ي ، و خطوط مـواز     ′′

خـط   دو پـاره خـط هم  ي نسبت طول هـا    ير مواز ينکه در تصو  يبا توجه به ا    ( لذا) .  شوند   يمبدل   يمواز

  م که يني بيم)  ماند يمحفوظ م
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ن حکـم ، در  ي اثبات ا يبرا.  ماند   ي دو شکل مسطح محفوظ م     ين مساحت ها  ي ، نسبت ب   ير مواز يدر تصو   . د

 کند  يجاب م يا) ج(و  ) ب (ي ها يژگيو. م  ي کن ي قابل انطباق با هم رسم م      ياز مربع ها   ي شبکه ا  πصفحه

 قابل انطباق با هـم، واقـع   يها الاضلاع ي از متواز  ين شبکه از مربع ها را به شبکه ا        ي ، ا  ير مواز يکه تصو 

πدر  ).۵شکل( کندي بدل م′
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  ۵شکل

  

1F و π دو شکل در   2F و 1Fميريگ 2Fو′ π آنها در  ي نگاره ها  ′  ياگرمربـع هـا   .  باشـند    ير مواز ي تصو کياثر   بر ′

21 با نسبت2F داخل ي به تعداد مربع ها    1F داخل يز باشند ، تفاوت نسبت تعداد مربع ها       ي ر يشبکه به قدر کاف    / SSي 

 ي الاضـلاع هـا    يز تفاوت نسبت تعداد متـواز     يو ن *  کوچکتر است  ي از هر عدد دلخواه    2F و 1Fي شکل ها  يمساحت ها 

1Fداخل 2F داخل ي الاضلاع ها  ي به تعداد متواز   ′ 21 نـسبت  با ′ / SS 1F ي مـساحت هـا    ي′′ 2Fو′  يد دلخـواه  عـد از هر ′
                                                

* 21 / SS1يحد نسبت تعداد مربع هاF2ي است به تعداد مربع هاFت کوچک شود ي نهايک مربع در شبکه بي ضلع ي وقت. 



1Fي الاضلاع هاي با تعداد متواز1Fيچون تعداد مربع ها  . کوچکتر است     بـا تعـداد   2Fي برابر است و تعداد مربـع هـا  ′

2F ي الاضلاع هايمتواز 2121جهي، در نت′ // SSSS   . شود يکم ثابت م ، و ح=′′

  .م ي پردازي مير موازي تصاوياديه بنياکنون به اثبات قض

سه نقطه نا هـم خـط در    P و N وM باشند و πک صفحه ي سه نقطه نا هم خط در        C و B و Aميري گ  .۱ه  يقض

πک صفحه ي πوπ ، صفحات ′ πبرπ از ي موازيري توان در فضا چنان قرار داد که برا ثر تصوي را م′ بـه  ABC ، مثلث ′

CBAمثلث    . بدل شود MNPمتشابه با مثلث′′′

π و πصفحات πحال در صفحه. ردي قرار گABم که فصل مشترک آنها بر    ي ده يار م ر را چنان ق   ′ Cک نقطـه ي ′ ′ 

MNPCABم کهي کنيار مي اختيطور ∆′∆ CC مطلوب با خطير موازيلذا تصو . ~   ).۶شکل( مشخص خواهد شد ′

  

  

  ۶شکل

  

  ) . برنديگر را ميکديک نقطه ي هر سه در يعني( انه مثلث متقارب اند يد که سه ميثابت کن  .۱

πک صفحهي بر π مناسبير موازيک تصويبرا ثر .  باشد π دلخواه در صفحهي مثلثABCمي کني فرض م.حل ′ ، 

CBA الاضلاع يک مثلث متواز  ي ABCنگاره مثلث   ي ، نگـاره هـا     ير مواز ياز تصو ) ج (يژگيبه موجب و  .  خواهد شد    ′′′

CBA اضلاع مثلث  ي  وسط ها   ABC اضلاع مثلث  يوسط ها  CBAچون مثلث .  خواهند شد ′′′  الاضلاع است يمتساو′′′



 ي مثلث اصـل يانه هايپس م.  اند ي ، متلاقي داخل يره محاط ي، مرکز دا  ک نقطه   ي مثلث اند و لذا در       يمساز ها يانه ها ن  ي، م 

ABC متقارب اند .  

  

 آن ، قاعده ذوزنقه  ي قطرها ي ذوزنقه و نقطه تلاق    ي ساق ها  ي امتدادها ين نقطه تلاق  يد که خط واصل ب    يثابت کن  .۲

  . کند يرا نصف م

 ـ   F آن ، و   يساق هـا   ) يامتدادها(  نقطه تقاطع    E،ک ذوزنقه باشد    ي ABCDمي کن يفرض م  .حل  ي نقطـه تلاق

πک صفحهي ذوزنقه بر  يπ مناسب صفحه  ير مواز يک تصو يبر اثر   .  آن   يقطرها  ي مثلـث متـساو  ABE ، نگاره مثلـث ′

EBAنيالساق DCBA به ذوزنقـه  ABCD ، ذوزنقه  ير مواز ي تصو ي) ب (يژگين حال به موجب و    يدر ع .  شود   ي م ′′′ ′′′′ 

FEروشن است که) . ۷  شکلمطابق( شود يبدل م  EBAني الساقي محور تقارن مثلث متساوEF نگاره خط′′  است ، ′′′

BAيو لذا قاعده ها    DC و′′ DCBA از ذوزنقه ′′ ن ي ، اير موازيمربوط به تصو) ج (يژگيبه موجب و. ند  کيرا نصف م′′′′

  .را نصف کندABCD ي از ذوزنقه اصلCD وABي قاعده هاEF کند که خطيجاب ميمطلب را ا

  

  

  

  

  

  

  )الف(۷شکل

  

 از EMانـه ياز مFک نقطهيم ، هرگاه يه بالا را هم ثابت کنيم عکس قضي توانيق م ين طر يم که بد  ي شو يادآور م ي



 اسـت  ABيمـواز CDببرند ، خـط  C وDيم تا اضلاع مثلث را در نقطه هاي وصل کن  BوAيرا به راسها  ABEمثلث  

  ). شود ي مABي موازCDن باشد ،ي الساقي متساوABE مثلثي دهد که وقتي ب نشان م۷شکل (

  

  

  )ب(۷شکل

  

  .ک صفحه باشند ي در ي دو خط مواز1l وlميفرض کن. ۳

  .ديم کني تقسيبه دو قطعه مساوl واقع بر ABها با استفاده از ستاره ، پاره خطتن .الف

  .دي رسم کن1l وl به موازاتMيبا استفاده از ستاره تنها، از نقطه مفروض خط  . ب

  .حل 

 ـي وصل مl واقع برBوAيم و انرا به نقطه ها     يري گ ي م 1lاي lرا ناواقع بر  Eک نقطه   يدر صفحه    .الف . م ي کن

 ـ F باشند و  1l با خط  EB و EAي خط ها  ي تلاق ي نقطه ها  D و Cميريگ  ACي خـط هـا  ي نقطـه تلاق

  ).۲ مسئله ←.( کند ي را نصف مABاره خط پEF خط) . الف۸شکل  (BDو

 ـ يدا م ي را پ  AB وسط پاره خط   Gانتخاب ، و نقطه   l را بر  BوAدو نقطه     . ب ) ) . الـف (قـسمت   ←( م  ي کن

 ـ H باشد ،  AM بر خط  ي نقطه ا  Eميريگ  ـ N،وBMوEGي خـط هـا  ي نقطه تلاق  خـط  ي نقطـه تلاق



 ـ ←( اسـت    l مطلوب با  يموازMNخط  . باشند  )  ب ۸شکل   ( BE و AHيها ح پـس از جـواب   ي توض

   ).۲مسئله 

 استفاده ABEاز همان مثلث ،lاب يواز و رسم خط مABدا کردن وسطي پيم فوق ، مناسب است که براي در ترس[

  ]شود

  

             

  )ب(۸                 شکل                                             )              الف(۸شکل

  

  کـه ي باشـند بـه قـسم   ABC از مثلث AC و BC و ABيب بر ضلعها  ي به ترت  P و N و Mم سه نقطه  يريگ .۴

PACPNCBNMBAM ///   : د که ينشان ده . ==

  . منطبق است ∆ABCيانه هاي ميه تلاق بر نقط∆MNPيانه هاي مينقطه تلاق .الف

منطبـق  ∆ABC يانه هاي مي بر نقطه تلاقCMوBPوAN مثلث حاصل از خطوطيانه هاي م ينقطه تلاق   . ب

  .است 

  .حل 

CBA الاضلاع ي را بر مثلث متساو    ABC مناسب ، مثلث   ير مواز يک تصو ي .الف  ـ در   ′′′ πک صـفحه  ي  ـ ′  ي م

Mرا بـه نقـاط  P و N وMن نگاشت نقـاط ي ، اير موازيک تصوياز ) ج (يژگيز به موجب وينگارد و ن  ′ 

Nو P و   ′ APPCCNNBBMMA کـه  يد به طور   کن يبدل م ′ ′′′′=′′′′=′′′ ) ۹ شـکل  مطـابق  (///



CBAدوران مثلث   ـ حول مرکـزش بـه زاو      ′′′ BA ، اضـلاع     o120هي CBو′′ ACو′′  ـرا بـه ترت   ′′ ب بـه   ي

CBاضلاع ACو′′ BAو′′ Mبدل مي کند ، و نقاط   ′′ Nو′ Pو′ N را به ترتيـب بـه نقـاط    ′ Pو′ Mو′ ′. 

CBAن دوران مثلث  يبنابرا PNM ، مثلث  o120هي حول مرکزش به زاو    ′′′  کنـد ؛  ي را به خودش بدل م   ′′′

CBAرکز الاضلاع است و مرکزش بر مير متساوي است که مثلث اخين معنين بدياما ا   . منطبق است ∆′′′

  

  

  ۹شکل

                            

PNMيانه ها ي م يگر ، نقطه تلاق   يبه عبارت د    CBA يانه هـا ي مي بر نقطه تلاق  ∆′′′ . منطبـق اسـت   ∆′′′

 ∆MNPيانه هاي مي، نقطه تلاق کند ي نگاره اش بدل ميانه هايک مثلث را به مي ير موازيک تصويچون 

  . شود يمنطبق م∆ABC يانه هاي ميبر نقطه تلاق

 ).الف(برهان مشابه با حل قسمت   . ب

  

 ـپ چنـان    ABCدر داخل مثلث   را Mنقطه.  داده شده است     ABCمثلث. ۵  ـدا کن ي  ABMيد کـه مثلـث هـا      ي

  . داشته باشند ي مساوي مساحت هاCAM  وBCMو



ک فاصله يبه ∆ABCاضلاع د ازي باM الاضلاع باشد ، روشن است که نقطه مطلوب يمتساوABC اگر مثلث    .حل

ازآنجا .  باشدABC مثلثيانه هاي ميگر نقطه تلاقيا به گونه دي ، ABC مثلثي داخليره محاطيمرکز داM يعنيباشد ؛ 

   آن منطبق باشد يانه هاي ميد بر نقطه تلاقي باM نقطه مطلوبABCک مثلث دلخواهي شود که در يجه مينت

  

   که ي واقع اند به طورABCک مثلثياز ABوCAوBCيب بر ضلع هاي به ترت1Cو1Bو1Aي نقطه ها.۶
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111 از مثلث  11BA و 11AC و 11CBب بر اضلاع  ي به ترت  2Cو2Bو2Aيبه علاوه نقطه ها    CBA   ي واقع اند به طور 
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222 با مثلثABCد که مثلثينشان ده CBA متشابه است .  

222 وABCي، اضلاع مثلث ها)۱۰ شکل مطابق( الاضلاع باشد    ي متساو يمثلثABC اگر   .حل CBA انـد  ي مـواز 

222 وABCي مثلث هاي شود که در حالت کليجه مياز آنجا نت. ن مثلث ها متجانس اند    ي ا يعني،  ) چرا؟( CBA   مجـانس

  .يکديگر و بنابراين متشابه اند
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  ۱۰شکل

  

 واقع اند چنانکـه ايـن اضـلاع را بـه نـسبت هـاي               ۱ به مساحت    ABC بر اضلاع مثلث   MوLوK نقطه هاي  .۷

بستگي دارد و  3k و2kو 1k فقط به اعدادKLMنشان دهيد که مساحت مثلث.  تقسيم مي کنند 3k و2k و1kمفروض

  .نه به اين که کدام ضلع به چه نسبتي تقسيم شده است 

 يـک  از اينجا نتيجه مي شود کـه بـراي  .  معلوم است که قضيه براي يک مثلث متساوي الاضلاع درست است     .حل

   ) . ۱مثلا حل مسئله ←. ( مثلث دلخواه نيز درست است 

  

.  دو خط چنان رسم مي کنيم که ضلع رو به رو را به سه قسمت مساوي تقسيم کنند ∆ABC از هر يک از رئوس.۸

اين شش ضلعي را بـه هـم   س هاي رو به رو ازرهايي که از راثابت کنيد قط. اين شش خط يک شش ضلعي پديد مي اورند  

  .وصل مي کنند در يک نقطه متقارب اند 

CBA کافي است که حکم خود را براي يک مثلث متساوي الاضلاع           .حل  راه حل هـاي مـسائل     ←( ثابت کنيم    ′′′

  چون ) . ۴و۱
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1RC، پس خط هاي   ) ۱۱شکل( 2NB و ′′ PA نسبت به محور تقارن    ′′ CBAاز′′  نقطـه   ′X قرينه هـستند، و بنـابراين      ∆′′′

PAتقاطع اين خط ها ، بر ABRB از تساوي هاي و نيز.  قرار دارد ′′ ′′=′′ ACNCو2)3/1( ′′=′′ نتيجه مي گيريم 1)3/1(

1NB ، نقطه تقاطع خط هاي     ′1Xکه 2RC و ′′ 1XXلذا قطر.  هم بر آن محور قرار دارد ′′  از شش ضلعي ما بر محور تقـارن  ′′

PA CBAاز مثلث   ′′ 1YYبه همين طريق ثابت مي کنيم که قطرهاي. منطبق است   ′′′ 1ZZو′′  از شش ضـلعي مـا بـر دو    ′′

CBAمحور تقارن ديگر مثلث متساوي الاضلاع       قطر مورد نظر بايستي در يک نقطه ،  اما در آن صورت سه    .  منطبق اند    ′′′

 شش ضلعي در يک  1ZZ و 1YY و 1XXاز آنجا نتيجه مي شود که قطرهاي      . مرکز مثلث متساوي الاضلاع ، متلاقي باشند        

  .نقطه متلاقي اند 
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  ۱۱شکل

  

 هستند و نقطـه تقـاطع       ABC ميانه هاي مثلث   1ZZ و 1YY و 1XXهاي   راه حل ما نشان مي دهد که خط          .توجه

  .آنها نقطه تقاطع ميانه هاست 



  د کهي واقع اند ، نشان دهABCاز مثلثAC و BCوAB بر اضلاع بي به ترتP وN وMينقطه ها.۹

 AC وBC وAB اضلاعي نسبت به وسط هاP وN وM ينه هايب قري به ترت 1P و1N و1Mهر گاه .الف

111 و MNPي، مثلث ها) الف۱۲ شکل( باشند  PNM 
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  )الف(۱۲     شکل                                  )             ب(۱۲شکل

  

 1M يهـم خـط باشـند ، نقطـه هـا     P وN وMياگر نقطه هـا  ،ژهيبه و(  دارند   ي مساو يمساحت ها  

  .) ز هم خط اندين1Pو1Nو

 و  BCMM1چنان باشند کـه   ABC از مثلث    CB و BAوACب بر اضلاع    يبه ترت 1P و 1N و 1Mاگر    . ب

CANN1  وABPP1 )ي،مثلث ها ) ب۱۲ شکل MNP   111 و PNM  بـه  (  دارند   ي مساو ي مساحت ها

  ).ز ، هم خط اند ين1P و1N و1M يند ، نقطه ها هم خط باشP و N وMيژه هر گاه نقطه هايو

  .حل 

 ـ يه را بـرا ي اسـت قـض  ي ، کـاف ير مـواز  ياز تصو ) د(و  ) ج (ي ها يژگيبه موجب و   .الف  يک مثلـث متـساو  ي

CBAالاضلاع  ـ ک يفرض م ) . ۴و۱ مسائل   يه حل ها  را. ک  . ر. الف۱۳شکل  ( م  ي ثابت کن  ′′′ معـرف  Pم  ين



MB ياندازه پاره خط ها    1MAو′′ ′′،r  يره خطهـا  اپ ـ معرف اندازه PA 1PCو′′ ′′;q   ره اپ ـانـدازه

NC يخطها 1NBو′′ CBA الاضلاع يک ضلع مثلث متساو   ي اندازه   aو′′ را ∆XYZمـساحت   .  باشـد  ′′′

 پس .مي دهي م نشانXYZSبا

  

   
  )الف(۱۳شكل  
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111                                                    ن يو بنابرا  PNMPNM SS ′′′′′′ =        

CBA الاضلاع ي مثلث متساو  ي است حکم را برا    ي، کاف ) الف(ر قسمت   يناً نظ يع  . ب اثبـات  ) ب۱۳شکل   ( ′′′

CBMMچون . م يکن ′′′′ ACNNو1 ′′′′ BAPP و1 ′′′′    شود يجه مينجا نتي ، از ا1

111 ,, PCPCNBNBMAMA ′′=′′′′=′′′′=′′  

CBAمثلث  . م ي دهي دوران مo120هي ساعت حول خودش به زاو    ي را در خلاف جهت حرکت عقربه ها       ′′′

CBAن دوران يا  ـ بـالا ا   ي ها ي کند و به موجب تساو     ي را به خودش بدل م     ∆′′′ 111ن دوران ي PNM  را  ∆′′′

111به PNM PNMي راس هاينه هاي آن قري کند که راس هاي بدل م ∆′′′′′′  اضلاع ي نسبت به وسط ها∆′′′

 کند کـه داشـته   يجاب ميم ايدر بالا استخراج کرد   ) الف( که در قسمت     يجه ا يت و نت  ين واقع يا. هستند  

  :م يباش

PNMPNM SS ′′′′′′′′′ =111  

  و لذا  

PNMPNM SS ′′′′′′ =111  

PNMي مثلث ها ي مساحت ها  يتساو  111 و′′′ PNM م ، ماننـد راه حـل قـسمت    ي از راه محاسبه مستق′′′

  .م ي ثابت کنيم به آسانيتوان ي، م) الف(
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    ب۱۳شکل

  

 ـنـشان ده . انتخاب شده اند   ) الف(۹ مانند مسئله    1P و 1N و 1M و PوNو  Mي نقطه ها   .۱۰ د کـه مـساحت   ي

ژه هرگـاه خطـوط     يبه و . ( برابر است   1CMو1BPو1AN با اضلاع    ي با مساحت مثلث   CM و BP و AN به اضلاع  يمثلث

ANو BPو CM 1متقارب باشند ،خطوطAN1 وBP1وCMز متقارب اندين (.  

  . شود يو به عهده خواننده گذاشته م. است ) الف (۹ه راه حل مسئله ين مسئله شبي راه حل ا.حل

  

۱۱.  

 برد ي مT وSوR آن را در نقاط ي گذرد و ضلع هاي ، م ABCانه مثلث ي سه م  ينقطه تلاق ،M بر   lخط .الف

 )R وS ک طرفيدرMد ينشان ده. )  دارند  قرار :  

MTMSMR
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 ـ را بـه ترت    NQوPQ و NPي گذرد و خط هـا     ي م MNPQ الاضلاع ياز متواز M بر راس    lخط  . ب ب در ي

  د که ينشان ده.  برد يمT و S وRنقاط

MTMSMR
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  .حل

با استفاده از قـانون  . شکل  الف را درنظر مي گيريم .  مثلثي متساوي الاضلاع باشد ABCفرض مي کنيم  .الف

)  اسـت  ∆ABC ميانه۳/۲ برابر dبا توجه به اينکهو (CMT وBMSوAMRسينوس ها در مثلث هاي     

  مي بينيم که 
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  )الف(۱۳شکل

  

γαروشن است که  −= o120وo60−= γβ . ن يبنابرا               
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MTMSMRم ي دارABC الاضلاعيک مثلث متساوي در يعني  /1/1/1 =+.  

 ـيا نه ، ملاحظه ميح است  ي صح ABCک مثلث دلخواه  ي ي برا ن رابطه يا ا يم آ ينينکه بب ي ا يبرا  م کـه  ي کن

//1ر با رابطه    يرابطه اخ  =+ MSMTMRMT        ـ   ي تـوان مثلـث متـساو    ي، هم ارز اسـت و همـواره م

  . بدل کرد ي خاص و مشابهت به هر مثلث قبلا مشخص شده اير موازيک تصويله ي را به وسيالاضلاع



م ، ي را بگذارADانهي وسط مN ، مثلا ، نقطه    Mي توان نشان داد که هرگاه به جا       ي مشابه م  يتدلالبا اس  

 از BCمربـوط بـه ضـلع   TوSوR معرف نقطـه سـه گانـه     MX/1) X با يرابطه فوق به رابطه مشابه    

ــث ــت ABCمثلــ ــ) اســ ــدل مــ ــويبــ ــا  شــ ــه جــ ــه بــ ــه  ( NX/2 آنيد کــ و بــ

  .نهاده شده است  ) NZ/1وNY/1ريمقادMZ/1وMY/1يجا

 ـ   . ب  ـMNPQ الاضــلاع يم متـواز ي کنــيفـرض م پـس در مثلــث  . باشــد ) شـکل ب ( ک مربـع واحــد  ي

 م ي دارMTQوMSQوMRNيها
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   داريمMNPQيعني براي يک مربع 
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يک متوازي الاضلاع دلخواه ببينيم ، ملاحظه مي کنيم که اين رابطه           براي اينکه درستي اين رابطه را براي       



//1 با رابطه  =+ MSMTMRMT          هم ارز است و همواره مي توان هر متوازي الاضلاع ABCD    را بـر 

 را به يک مثلث قائم ∆ABCبراي اين کار کافي است( اثر يک تصوير موازي مناسب به يک مربه بدل کرد 

  .) الزاويه متساوي الساقين بدل کنيم 

  

گـر  ي واقع باشند و دو راس د ABد که دو راس آن بر ضلع      ي محاط کن  σ به مساحت  يلي مستط ABCدر مثلث . ۱۲

  .CB و CAبر اضلاع 

 ـ  ARPQ الاضلاعيمتواز: ر هم ارز است ي مسئله ما با مسئله ز    .حل در مثلـث مفـروض    را σني بـه مـساحت مع

ABC ـر دو شکل در     که ه  يد به طور  يمحاط کن   الاضـلاع بـر   يگـر متـواز  ي دي مـشترک باشـند و راسـها   Aک راسي

 ي شود ، که در آن متواز    يجه م يالف نت ۱۴ لافاصله از شکل  ن مسئله ب  يا.ر داشته باشند   مثلث قرا  يABوBCوACاضلاع

و ارتفاع  PQزيرا هر دو در قاعده      ( مساوي دارند  ي شوند که مساحت ها    يده م ي د MNPQلي و مستط  ARPQ الاضلاع

QM مشترک اند(.  

  

                           

  )الف(۱۴                                    شکل                )   ب(۱۴شکل

  



  . م يز بسازيرا نMNPQل يم مستطي توانينگاه مآم ، ي را رسم کنARPQ الاضلاعيم متوازيگر اگربتوانيبه عبارت د

CBAک مثلثي را بر πصفحهاز∆ABC ،ير موازيک تصو ياگر   π از صفحه′′′  الاضـلاع  يآنگـاه متـواز   بنگارد ،′

ARPQ  محاط در مثلثABC   الاضلاع يک متواز ي بر QPRA CBAک مثلث ي محاط در    ′′′′  بـه   [. شـود    ي نگاشته م  ′′′

 در ير مـواز يک تـصو ي: م يمعاوضه کردARPQ الاضلاع ي را با رسم متوازMNPQيرسم مستطل است که ماين دل يهم

 ي حل مسئله اصلي را براير موازي تصوکين امر استفاده از ي نگارد ، و ايل نميک مستطيل را بر يک مستطي ،  يحالت کل 

 ير مـواز يک تصوي را بر اثر ABCمثلث.  محاط شده باشد ARPQ الاضلاعيم که متواز ي کن يفرض م .]  سازد يدشوار م 

CBAني الساقيه متساويک مثلث قائم الزاو   يمناسب بر    م که مثلـث  يم فرض کني توانيم) .  ب ۱۴کل ش. ( م ي نگاري م′′′

CBAو ABC يها  ∆ABC نگارهيک تشابه مناسب براي توان با استفاده از ين کار را همواره ميا( ک مساحت دارند ي′′′

QPRA و ARPQ الاضلاع ي؛ پس متواز  )انجام داد     ک مـساحت  ي) ل است يک مستط ي ي دوم يکه البته ، چهارضلع    ( ′′′′

σ   اگر.  دارندS مساحت ABC∆     ـ قائم الزاو  ي باشد، آنگاه مساحت مثلث ها  PRBني الـساق  يه متـساو  ي QPC و ′′′ ′′′ 

  چون  . σ−Sاست بابرابر
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1 PQS QPC ′′=′′′  

  :م داشت يپس خواه

)(222 σ−=′′+′′ SPQPP  

ــ ــونيـ 22ا چـ PQPP ــر ′′+′′ ــع قطـ ــر مربـ PA برابـ ــستط′′ QPRAلي از مـ ــواه ′′′′ ــت ، خـ م ي اسـ

2)(داشت σ−=′′ SPA.   

 ـ      MNPQل  ياز مـستط  ررايم ز يل ، ترس  ين تحل يا  ـمثلـث قـائم الزاو    :  سـازد    يبـه ذهـن متبـادر م  يه متـساو  ي

CBAنيالساق BAضلع( م ي کني ، را رسم مABC مساحت مثلث مفروض ي ، مساو  S با مساحت  ′′′ ن مثلث برابر ي در ا′′



CBسـپس ، بـر وتـر      . )  اسـت    ∆ABCارتفاع قاعده و  يواسطه هندس  Pنقطـه  ′′  ـ      ′  ـ ي را چنـان انتخـاب م کـه  م  ي کن

)(2 σ−=′′ SPA . بالاخره ضلعBC   از مثلث مفروضABC   را به نسبت CPPBPCBP ′′′′= م ي کن يم م ي تقس //

ل يمستط ) AB بر ضلعNوMيو راس هاAC بر ضلع Qبا راس(  MNPQل  يمستط ) . ير مواز ياز تصو ) ج (يژگيو( 

  . مطلوب است 

  . نداشته باشد يا اصلاً جوابيا دو جواب داشته باشد ، يک يمسئله ممکن است 

  

 ـ آنها بر ي هستند که ضلع هاي الاضلاعي سه متوازيقطرهاABCاضلاع مثلث   . ۱۳  ) . ۱۵شـکل  ( ک امتدادنـد  ي

  .  الاضلاع ها متقارب اندين متوازيگر اي ديد که قطرهاينشان ده

  

  

  ۱۵شکل

  

π بر صفحه  ير مواز يک تصو ي تواند بر اثر     ي م πم که ييگو.  باشد   ۱۵ صفحه شکل    πميري گ .حل  شود ي نگاشته م′

NMA ي مـساو يه هاي به زاو ۱۵ در شکل    ARS و AMNيه ها ي که زاو  يبه طور  SRA و′′′ MAR بـدل شـوند و  ′′′ ′′′ 

NMA ي مثلث ها  ينکه نگاره ها  ي ا يدر واقع ، برا   . قائمه باشد    SRA و ′′′  ـ در زاو  مشترک ( ′′′ ( متـشابه باشـند    ) ′Aهي

SRANMAنکهي اي برايعني   . است که اضلاع آنها متاسب باشند يکاف ) >′′′>=′′′
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  ۱۵شکل

  

 ـ را بر    ∆AMRمي توان يم. هم ارز است   RMAک مثلـث  ي  ـ ي تـصو  ′′′ αβ م چنانکـه  ير کن // =′′′′ RAMA  ، 

MARو د ثابت ي کشاند که باي م۱۵ن مطلب ما را به شکل يا.  شود يجه حکم ما ثابت ميه قائمه باشد ؛ و در نت  يک زاو ي ′′′

NMي ، نقطه تلاقTميکن SR و ′′ QP، بر′′   .م داد يار را بعداً انجام خواه کنيا.  قرار دارد ′′

TSMمثلث هاي   از تشابه    TNRو′′ NRSMTRTMبـه تـساوي   ) که زاويه هاي مساوي دارنـد        ( ′′ ′′′′=′′ // 



MTUرسيم و از تشابه مثلث هاي      مي RTV و ′ MPبرT پاهاي عمودهاي مرسوم ازVوU ، که  ′ RPو′′ در (  هـستند،  ′′

ــه    ــائم الزاوي ــاي ق ــث ه ــن مثل VRTNRTSMTUMT اي ′=<′′<−=′′<−=′< oo ــت  ) 9090 ــواهيم داش  خ

TRTMTVTU ′′=   براين بنا . //
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CQBQTVTUکه تساوي ′′′′= QP بر خط T ثابت مي کند//   .قرار دارد ′′

  

۱۵.  

 چنان  ABCDز متوازي الاضلاع  اBCوABوDAوCD بر اضلاع   به ترتيب  1Dو1Cو1Bو1Aنقطه هاي  .الف

  واقع اند که 
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 برابـر يـک سـيزدهم       1DDو1CC و 1BB و 1AAنشان دهيد که مساحت چهار ضلعي حاصل از خطوط           

  . است ABCDمساحت متوازي الاضلاع

   هستند چنانکه ABCاز مثلثABوCAوBCضلاع  به ترتيب بر ا1Dو1C و1B و1Aنقطه هاي  . ب

3
1111 ===

AB
AC

CA
CB

BC
BA  

ابر اسـت بـا يـک هفـتم مـساحت       بر1CCو1BBو1AAنشان دهيد که مساحت مثلث حاصل از خطوط    

   .ABCمثلث

   .حل

))  ب(۱۱ حل مسئله ←(ک مربع واحد باشد يABCDم کهيري را در نظر بگي است حالتيد کافيبدون ترد  .الف



2222 يچهار ضلع  DCBA 1که از چهار خطAA1 وBB1 وCC1وDDک ي ) ۱۶ شکل ←(ل شده يتشک

 حول مرکز مربع ، نمودار      o90هيک دوران به زاو   يم که   ي کن ين است که ملاحظه م    يل آن ا  يدل. مربع است   

2222ي کند که چهارضلعيجاب مين ايند ، و هم    ک يرا بر خودش منطبق م     DCBA   در . (  منـتظم باشـد

2222 الاضلاع استيک متوازي ABCD  کند که اگريجاب ميان امر يضمن ؛ ا   DCBA يک متـواز ي هم 

  2ABA و1ABBهي قائم ازاويمثلث ها. ) الاضلاع باشد 

  

  

  ۱۶شکل

  

  : آنهاست ي ، برابر  نسبت وترهاkمتشابه اند و نسبت تشابه آنها 
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 ـ را در نظـر بگ ۱به ضلع ABC الاضلاع   ي است مثلث متساو   يکاف . راه حل اول    . ب 222مثلـث . م يري CBA 

 o120هي به زاو∆ABCک دورانيرا ي الاضلاع است ، زيمتساو) 1CC و1BB و1AAيمتشکل از خط ها(

222حول مرکزش ،     CBA∆    الاضلاع يک مثلث متساو  ي يبرا.  کند   يرا به خودش بدل م ABC    مثلـث ، 

 kمتـشابه انـد و    ) ل شـده اسـت      يتکم ، که مطابق راه حل دوم        ۱۷شکل  . رک   ( 1CACو21CCBيها

  نسبت تشابه آنها برابر است با 
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چنانکه در راه حل اول نشان . م يري در نظر بگABC الاضلاعيک مثلث متساو  ي است   ي کاف .راه حل دوم     

222م مثلث   يداد CBA    1 ي، که از خط هاAA 1 وBB 1 وCCالاضلاع اسـت  ي شود ، متساو  يل م يتشک  .

ــ ــرض م ــيف ــ داSمي کن ــيره محي ــد و∆ABCيط ــM باش ــه تلاق ــکل  ( 1AAوS ي نقط  ) . ۱۷ش

 الاضـلاع  ياو  هـم متـس  ∆2BMBند کـه ي کجاب مي ا)ک کمانيمقابل به    ( >>=BCABMAيتساو

)60(باشـــــــد 22
o==<< MBBBMBو CCBM ــ . 1 2BBBMنيهـــــــم چنـــــ = 

221212و )( CCBBBCCABB  ـي ا∆≅∆= CCBM کنــد کــه يجــاب مـ  ، و لــذا چهــار  =2

 ـ   ي کن ي رسم م  1MA به موازات  يط خ 2Cحال از .  الاضلاع باشد    ي متواز 2BMCCيضلع  يم و نقطه تلاق

  .مي دهينشان مNبهBCن را با آ

  



  

  ۱۷شکل

  

12چـون   BMANCC NCBA، از آنجـا نتيجــه مـي شـود    ∆≅∆ ايــن تـساوي و ايـن واقعيــت    . 1=

ــه BCBAک )3/1(1 ــريم    = ــه بگي ــه نتيج ــد ک ــي دهن ــازه م ــا اج ــه م NCNABA ، ب == 11 . 

NAABبرابري 111 222 ،برابري = CBBB 2222 را ايجاب مي کند و بالاخره= CBAMBB ∆≅∆.   

222اکنون مي توانيم به آساني مساحت       CBA∆    يرا ، اگـر ز.  را حساب کنيمDB2    ميـان خـط متـوازي 

   باشد، آنگاه 2BMCCالاضلاع
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  ودر نتيجه  
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  .ستيم ثابت کنيم که همين را مي خوا 

222 ملاحظه مي کنيم که رابطـه هـاي        .يادداشت   CBBB =،222 ACCC =،222 BAAA کـه در مثلـث      . =

  . داشته باشد ABCمتساوي الاضلاع صحيح است ، بايد مشابه هايي در هر مثلث
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  )الف                     (                                           )   ب( 

  

ولـي   ( ABCاز مثلث CAوBCوAB به ترتيب بر اضلاع    PوNوM اگر نقطه هاي   .قضيه سوا را ثابت کنيد     .۱۶

  واقع باشند ، و اگر ) نه بر امتدادشان

1.. =
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CP

NC
BN
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AM  

  . متقارب اندCMوBPوANآنگاه خطوط 

 يک مثلث ميانه ها ، ارتفاعات و نيمسازها ، سـه تـايي    در درس هاي هندسه دبيرستاني ثابت مي کنند که در          .حل

  .هاي متقارب تشکيل مي دهند 



 را با يک تصوير موازي برصـفحه ديگـر بنگـاريم بـه         ABCمسئله ما زماني حل مي شود که بتوانيم صفحه مثلث         

CBA به سه ميانه ، سه نيمساز يا سه ارتفاع مثلثCM وBP وANطوري که خط هاي   بـدل  ABC ، نگـاره مثلـث  ′′′

موازي بر ميانـه هـاي يـک مثلـث         نمي توانند به وسيله يک تصوير        CM و BPوANروشن است که خط هاي        . شوند  

 را بر CM وBPوANباز، هميشه ممکن نيست خط هاي .  باشند ∆ABCنگاشته شوند ، مگر اينکه خود آنها ميانه هاي     

 را بر اثر تصوير موازي بـر ارتفاعـات   CM وBPوAN هاي  مانده است که نگاشت خط. نيمساز هاي يک مثلث نگاشت   

  .يک مثلث ، امتحان کنيم 

NAثابت مي کنيم که هر گاه  PBو′′ MC و′′ CBAارتفاعات يک مثلث ′′   ، آنگاه ) الف۱۸ شکل(  باشند ′′′
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CNAچون از تشابه مثلث هاي قائم الزاويه       CPB و   ′′′ baCNPCخواهيم داشـت  ′′′ // CBaکـه   ′′′′= و =′′

CAb acBMNBيق مي توان نشان داد کـه        عيناً به همين طر    . =′′ // cbAPMAو′′′′= // BAc و ′′′′= از  . =′′

  ضرب اين سه تساوي نتيجه مي گيريم 

  

  

  )الف(۱۸شکل
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Nحال يک مثلث مي سازيم چنانکه پاهاي ارتفاعات آن         M و ′ P و ′ ، اضلاع مثلث را به نسبت هاي مفروض زيـر  ′

  .تقسيم کنند
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CBيک پاره خط دلخواه    NCBNCNNB را به نسبت    ′′ // Nدر . تقسيم مي کنـيم  ′′′′= CBعمـودي بـر  ′ ′′ 

NCاخراج ، و سپس پاره خط  PACPNQQC را به نسبت′′ // BC عمـودي بـر  Qدر.  تقسيم مي کنيم ′′=  اخـراج  ′′

Pو فرض مي کنيم     ) ب۱۸ شکل( BCنقطه تلاقي اين عمود با نيم دايره به قطر        ′ PC نقطه تلاقي  ′A باشد و  ′′  با عمـود    ′′

BCمرسوم بر    Nدر′′ CBAمي گوييم  . ′ NAزيرا.  مثلث مطلوب است     ′′′ PB و ′′ اع ايـن مثلـث هـستند ، و          دو ارتف  ′′

MCاگر    سومين ارتفاع آن باشد ، چون داريم ′′

NCBNCNNB // PACPNQQCAPPC و ′′′′= ///    و′′′′=′′=
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MBAMBMMAآنگاه نتيجه مي شود // =′′′′.   

CBAا را به وسيله يک تصوير موازي بر روي مثلثي متشابه ب∆ABCحال از ) ج(به موجب ويژگي .  مي نگاريم ∆′′′

 AN نگاشـته مـي شـوند ، و خـط هـاي            ∆ABC بر پاهاي ارتفاعات نگـاره     MوPوNيک تصوير موازي ، نقطه هاي       

نيـز متقـارب   CMوBP وANچون سه ارتفاع يک مثلث متقارب اند ، پـس خـط هـاي             .  بر ارتفاعات آن   CMوBPو

  . خواهند شد 



  

  )ب(۱۸شکل

  

اگر  سه خـط کـه بـر راسـهاي     : عکس اين گذاره را اثبات مي کنيم  اکنون به آساني مي توانيم بفهميم .يادداشت  

 ، اضلاع را طوري تقـسيم  ∆ABC ، نقاط تلاقي اين خط ها با اضلاعMوPوNمثلثي مي گذرند متقارب باشند ، آنگاه          

  مي کنند که
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   چنان باشد کهAC نقطه اي بر ضلع1Pزيرا فرض کنيم
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ولي ايـن امـر فقـط    .  مي گذرد CM وANاز نقطه تلاقي 1BPمتقارب اند يعني  CMو1BP و ANلذا خط هاي    

  .منطبق باشد 1P بر P ، يعنيBP بر1BPزماني ممکن است که

نقاطي بـر اضـلاع     M و P و N قضيه سوا ناميده مي شود مي رسيم ، گيريم         بدين ترتيب به قضيه زير ، که اغلب       

ABC∆ )     شرط لازم وکافي براي اينکه خط هاي . باشند ) نه بر امتدادشانANو BPوCM متقارب باشند اين است که

  .داشته باشيم
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πوπتاکنون همواره فرض کرده ايم که دو صفحه        به همين دليل است که در اين بخش از نگاشت هاي .  متمايزند ′

π بر يک صفحهπيک صفحه   .  روي خودش صحبت کرديم ، نه از تبديل هاي يک صفحه بر′

 در فضا و نگاشت آن بر اثر تصويري موازي π بر خودش را در نظر مي گيريم که از حرکت      πحال تبديلي از صفحه   

هر طـول پـايي حالـت    . اين تبديل را يک نگاشت موازي صفحه بر خودش مي ناميم .  شود بر وضعيت اول خود نتيجه مي 

يک تصوير موازي صفحه بر خودش يک طول پايي است به شـرطي کـه وضـع جديـد        . خاصي از اين تبديل صفحه است       

  .صفحه در فضا با وضع اوليه اش موازي باشد 

. اثر تصوير موازي يک صفحه بر خودش خط به خط بدل شـود         از تصوير موازي ايجاب مي کند که بر         ) الف(ويژگي  

طـول پـايي هـا و    .  آفين ناميده مي شود ايک تبديک از صفحه بر خودش که خط را به خط بدل کند    يک به   ي يک تبديل 

تصوير موازي يک صفحه بر خودش تبديل آفيني کلي تر . تشابهات يک صفحه ساده ترين مثال براي تبديل آفين هستند 

زيرا نياز به حفظ نسبت طول هاي پاره خط ها ندارد و از اين رو ، در حالت کلي ريخـت           .  طول پايي ها و تشابهات است        از

  .يک شکل را دگرگون مي کند 

. اينجا نتيجه مي شود که هر تبديل آفين از يک صفحه اساساً يک تصوير موازي از آن صفحه است بـر خـودش                    از

   :زيرا که قضيه زير صادق است 

 هر تبديل آفين از يک صفحه مي تواند بر اثر يک تصوير موازي از صفحه بر خـودش و متعاقـب آن يـک           .۲قضيه  

  .تشابه تحقق يابد 

اين قضيه نشان مي دهد که مطالعه ويژگي هاي تبديل آفين با مطالعه ويژگي هاي مشترک بين تصوير موازي يک                    

) ب(اين امر ايجاب مي کند که تبديلهاي آفين يک صفحه ويژگي هاي صفحه بر خودش و تشابهات مترادف است ؛ به ويژه 

را داشته باشند  ، زيرا اين ها ويژگي هايي هستند که بين تصاوير موازي يک صـفحه بـر خـودش و تـشابهات          ) د(و) ج(و

ني نـشان   ماهيت حاصلضرب دو يا چند تصوير موازي صفحه بر خودش را روشن مي سازد ؛ يع                ۲و نيز قضيه    .مشترک اند   



زيـرا  (  خودش و احتمالاً متعاقب آن يک تشابه اسـت        بر مي دهد يک چنين حاصلضربي مجدداً يک تصوير موازي صفحه         

  .)چنين حاصلضربي ، روشن است که يک تبديل آفين از صفحه است 

  : و قضيه زير است ۱ نتيجه اي از قضيه ۲قضيه 

 را به سه نقطه نـا    C و B و A نقطه نا هم خط    ۳دارد که    يک تبديل آفين منحصر به فرد از صفحه وجود           .۳قضيه  

C و′B و′Aهم خط    . بدل مي کند′

 آن نتيجه مي شود زيرا ، چون فقط يک تبديل آفين وجود  بلافاصله۲ را اثبات شده فرض کنيم ، قضيه ۳اگر قضيه 

CBA را به مثلث مفروض   ABCدارد که مثلث مفروض     بدل مي کند ، اين تبديل بايد با تصوير موازي صفحه بر خودش ′′′

CBAرا به مثلثABCو تشابه بعدي که مثلث     اين نکته که يـک تـصوير مـوازي و يـک     ( بدل مي کند منطبق باشد  ′′′

   . ۳مي ماند اثبات قضيه ).  نتيجه مي شود ۱تشابه وجود دارد از قضيه 

  به سـه نقطـه مفـروض      C و B و Aفرض کنيد که در يک تبديل آفين ، سه نقطه         . روش اثبات به قرار زير است       

A′وB′وC Mبايد نشان دهيم که اين تبديل آفين ،       . بدل شده است    ′  از صفحه را مشخص M نگاره يک نقطه دلخواه   ′

د يک عده نقطه هايي را که نگاره هايشان مي توانيم پيدا کنيم ، به دست آوريم ؛ سـپس از ايـن گونـه              ابتدا باي . مي کند   

بدين ترتيب در صفحه يک مجموعه چگال از نقطه ها به دست           . نقطه ها بيشتر و بيشتر و باز هم بيشتر پيدا خواهيم کرد             

 از صـفحه  Mاز اين رو به ازاي هر نقطه . ي توانيم بسازيم    خواهيم آورد که نگاره هاي آنها بر اثر تبديل آفين مورد نظر م            

 را داخـل  Mوانگهي مي توانيم هر نقطـه     .  وجود خواهند داشت     Mنقطه هايي از اين مجموعه به قدر دلخواه نزديک به         

که راس هايش متعلق به مجموعه نقطه هايي باشند که نگاره هايـشان معـين   يک چند ضلعي به دلخواه کوچک بگنجانيم       

Mدر نتيجه هر چند ضلعي از اين گونه به چند ضلعي معيني بدل ، و از آنجا نتيجـه مـي شـود کـه                    . شده اند     ، نگـاره  ′

  . به اثباتش پرداخته بوديمو اين همان چيزي است که.  هم معين مي شود Mنقطه

از ويژگـي زيـر از تبـديل آفـين          . اکنون نشان خواهيم داد که چگونه بايد مجموعه نقاط مذکور در بالا را بسازيم               



 اگر به عکـس ، نگـاره     .يک تبديل آفين خط هاي موازي را به خط هاي موازي بدل مي کند             : استفاده مي کنيم    

 متعلـق  m وl دو خط متقاطع باشند، آنگاه پيشنگاره نقطه تلاقي آنها مي بايد به هـر دو خـط        m و lهاي دو خط موازي   

  .باشد که غير ممکن است 

1lبهرا1lتبديل ما  . AC معرف خط  2l باشد و  ABمعرف خط 1lگيريم    ′Bو ′Aبدل مي کند کـه از نقطـه هـاي      ′

2lرابه2lگذرد و  مي C و ′A، که از نقطه هاي    ′  مـوازي باشـد و   1lو بـا . بگذرد CبرCDفرض مي کنيم خط    .  مي گذرد    ′

چون در يک تبديل آفين خط هاي موازي به خط هاي موازي بدل ) . شکل  الف(وازي باشد  م2l بگذرد و با   B بر   BDخط

Cبه خطي بدل مي شود که از      CDمي شوند ،     1l مي گذرد و با      ′  ′Bبه خطي بـدل مـي شـود کـه از        BDموازي است ،    ′

2lگذرد و با     مي  در شـکل  ABCDلذا متوازي الاضـلاع .  بدل مي شود ′Dبه نقطه تقاطع اين دو خط   Dموازي است ، و     ′

DCBAالف، به متوازي الاضلاع     ، ABCDمتوازي الاضلاعازBCوAD محل تلاقي قطرهاي Oد ، و نقطه    بدل مي شو   ′′′′

DA محل تلاقي قطرهاي ′Oبه نقطه CBو′′ DCBAاز′′  خط هايي که از – ABCDحال ميان خط هاي چهار ضلعي . ′′′′

O 1به موازاتl2وl     نگاره هاي آنها خط هايي هستند که از  .  را در نظر مي گيريم       – رسم مي شوندO′ 1 به مـوازاتl 2lو′ ′ 

DCBAمي گذرند، يعني ميان خط هاي  بـه  2lو1lي باABCDبه عبارت ديگر نقطه هاي تلاقي ميان خط ها.  هستند ′′′′

DCBAنقطه هاي وسط اضلاع    .بدل مي شوند ′′′′

 پديد مي آيـد همـان گونـه    ABCDبعد با هر يک از چهار متوازي الاضلاعي که از ميان خط هاي متوازي الاضلاع     

 ABCDيک شبکه متوازي الاضـلاع در داخـل   ) شکل  الف(با ادامه اين عمل .  عمل کرديم ABCDعمل مي کنيم که با   

DCBAپديد مي آيد که تبديل آفين مورد بحث آ نر ا به يک شبکه متوازي الاضلاع در داخل                  بدل مي کنـد ،و نقـاط   ′′′′

DCBAرا به نقاط شبکه متناظرش در     ABCDشبکه   د مـي تـوانيم   با تکرار اين عمل، به قدر کافي زيا.  بدل مي کند    ′′′′

  .اضلاع متوازي الاضلاع شبکه خود را به دلخواه کوچک ، و لذا شبکه را به دلخواه چگال کنيم 

  



              

  شکل  الف

  

         

  شکل ب

  

نگاره هاي . رسم مي کنيم ADط هايي به موازات خCوB و از نقاطBC خط هايي به موازاتD و Aحال از نقاط  

CB بـه مـوازات    ′Dو′Aآنها بر اثر تبديل آفين مورد بحث خط هـايي هـستند کـه از               Cو′B و از نقطـه هـاي      ′′  بـه   ′

DAموازات به دست مي آوريـم کـه مـساحتش دو برابـر            KLMNبدين ترتيب يک متوازي الاضلاع      .  رسم مي شوند     ′′

NMLK، و نگاره آن متوازي الاضلاع معلوم   .  است ABCDمساحت با تکرار اين شـيوه عمـل ، يـک متـوازي     .  است ′′′′

 مـوازي   ABCD است و اضلاعش با اضلاع     ABCD به دست مي اوريم که مساحتش چهار برابر مساحت         PQRSالاضلاع

SRQPو نگاره اش متوازي الاضلاع) شکل  ب ( اند    . است ، و غيره ′′′′

الاضلاع هايي بزرگتر و بزرگتر ، و متوازي الاضلاع هايي کوچکتر و رسم متوازي ( از ترکيب اين دو شيوه عمل خود       



مي توانيم بر اثر تبديل آفين خود يک مجموعه چگال از نقاط صـفحه بـا       ) کوچکتر ، که نگاره ها در داخل آنها معلوم اند           

  .نگاره هاي معلوم به دست آوريم ، همان گونه که از آغاز شروع کرده بوديم

  


