
  ک صفحهيک صفحه بر ي ير مرکزيتصو

  ک صفحهي يريل تصويتبد

π و πمين ک يفرض م   ـان دو نباشد انتخاب وازيک از ايچ  يکه بر ه  Oک نقطه   ي.  دو صفحه در فضا باشند       ′ ن نقطـه  ي

πرا بر صفحه  πصفحه   P نقطه πدرP به هر نقطه يعنيم ، ي کنير م ي تصو ′ πواقع بر′  ـي را چنان مربوط م′ Pم کـه ي کن ′ 

  ). ب الف و۱شکل (  واقع باشد OPبر

πبرπ(ير مرکز يم تصو يف کرد ين تعر ي که چن  ينگاشت  ، نگـاره  ير مرکـز يبر اثر تصو  .  شود   يده م ي نام O به مرکز  )′

F ، شکل  πازFک شکل ي πاز′  ـ را مجسم کن   يه ا يمثلا ، سا  (  است   ′  ـد کـه در شـب از چهـارچوب پنجـره         ي ک اطـاق  ي

  ).۲شکل(ابان افتاده است ؛ يروشن بر خاريبس

  

  

  



π و πاگر صفحات  π بر π از ير مرکز يک تصو ي باشند ،    يمواز′ F به شکل مـشابهش ا ر π از F هر شکل  ′ π در ′ ′ 

 يجه قبل از همه سروکار ما با حالتيتدر ن) الف ۱ شکل ← آورديد مي پدOک تجانس به مرکزين حالت   يدر ا ( ند   ک يبدل م 

π وπاست که    ). ب۱شکل (  نباشند ي مواز′

π دري آن نگاره اي وجود دارد که نقطه هاي خطπر دريم که در حالت اخ ي کن يملاحظه م  فصل x ندارند، و آن خط ′

π گذرد و باي م O است که بر   ي با صفحه ا   πمشترک πز در يو ن) الف۳شکل( است ي مواز′  ي وجود دارد که نقطه هايخط′

π فصل مشترک′yن خطآدارند ، و  نπ در صفحهيشنگاشتيآن پ  است ي موازπ گذرد و باي مO است که بري با صفحه ا′

  ). ب ۳شکل ( 

πک صفحهي بر πک صفحهي ير مرکزين در تصويبنابرا π دريگريدوπدر( يکي  يي دو خط استثنا،′ وجود دارند  ) ′

π وπ خاص صفحاتيکه آنها را خط ها   ∗.می ناميم ′

  

  

                               

  )الف(۱                                           شکل                           )ب(۱شکل

  

                                                
πوπموازي و ھر دو با فصل مشترک صفحات′zیا xاست کھ  روشن ∗    .  موازي اند ′



ر يک پاره خط بـر اثـر تـصو     ينگاره  .   کند ير م ييخت شکلها تغ  ي ، ر  ير مواز يشتر از تصو  ي ب يلي ، خ  ير مرکز يدر تصو 

  از شکل هـا در شـکل  يکيک مثلث ممکن است ي ي، و نگاره ها  ) ۴ شکل( م خط   يا دو ن  يک پاره خط ،   ي ممکن است    يمرکز

  . باشد ه –الف ۵

 ـن ترتي مناسب ساده کرد و بدير مرکزيک تصويله  يده را به وس   يچيک نمودار پ  ياغلب ممکن است      يب حـل بعـض  ي

  .م کردير استفاده خواهي به شره زير مرکزي تصوي هايژگيون گونه مواردازيادر . سان تر نمود آمسائل مربوط به آن نموداررا
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  )  ب(۳           شکل                                           )الف( ۳شکل

  

π صفحهي به خط ها π صفحه ي خط ها  ير مرکز ي در تصو  .الفويژگي   •  خـط  يبـه اسـتثنا  (  شوند ي بدل م′

πيک از نقطه هايچ ي اشاره شد ، به هش ، چنانکه قبلاي که نقطه هاπ در صفحهxخاص   ). شوند يدل نمب ′
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 Oر به مرکـز يتصو.  آورند يد مي پدσک صفحهي ، π از صفحهl خطي و نقطه هاOن نقطهي واصل بيرا ، خط ها   يز

lرا به خطlخط  π وσ ، فصل مشترک′   ).۶شکل .(  کند ي بدل م′

  



l

l

O

  

  ۶شکل

  

lبه عکس ، هر خط π از صفحه′   . است πاز صفحهlک خطينگاره  ) ′y خط خاصيبه استثنا ( ′

در . ببرنـد  x خط خاص ي روMک نقطهيگر را در    يکدي π از صفحه  2l و 1lيم که خط ها   يري گ .بويژگي   •

1lي ، دو خط موازير مرکزيک تصوينها بر اثر آن حالت نگاره يا 2l و ′ πاز ′   . خواهد شد ′

 يکه مـواز OMگر را دريکدي شوند   يل م يتشک2l و 1lي و خط ها   Oکه از نقطه  2σو1σن حالت صفحات  يرا در ا  يز

π 1l شود که    يجه م ياز آنجا نت  .  برند   ياست م ′ 2l و   ′ π در صفحهي موازيي، خط ها2l  و 1lي ، نگاره ها   ′ شکل . (  هستند ′

  ) . الف۷

π از′2mو′1m به دو خط متقاطعπ از 2m و 1mي ، دو خط مواز    ير مرکز يدر تصو   ـ  ي بدل م′  ي شوند کـه نقطـه تلاق

Mآنها  ـ که بـه ترت 2T و1T شود که صفحاتيل ميت تشکين واقعين نکته از ايا.  واقع است    ′y ، بر خط خاص    ′ و Oب از ي

MOگر را در خط     يکدي شوند   يل م ي تشک 2m و 1m يخط ها  π اسـت و   ي مواز π کنند که با   يقطع م ′  ـرا در ′ ک نقطـه  ي

M ن خطها بر خـط  يهستند ؛ اx با ي موازيخط هان قاعده ياستثنا بر ا) . ب۷شکل (ند   ک ي م ي تلاق ′yواقع بر خط خاص   ′

  ).۸شکل( شوند ي نگاشته م′y باي موازيها
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۱.  

 ـ    Pک نقطه ي 2lو1lک صفحه ، دو خط      يدر   .الف  ـچ  ي ناواقع بـر ه دو خـط   Pاز  . ک از آنهـاداده شـده انـد         ي

 شـکل  ( D وC آنهـا را در نقـاط      يگريببرد و د  BوA يرا در نقطه ها    2lو1l  از آنها  يکيم که   يگذران يم

  د که ينشان ده) . الف۹

I.  ي نقطه تلاقيمکان هندسADوBC )که ازييه جفت خط هايکل يبه ازا Pک خطي)  گذرند ي مP است .  

II.  1يبه ازاl2 با ي ناموازlخط ،PنقطهازQ1 ي ، محل تلاقl2وl گذرد ، و ي، م   

III.  Pي کند هرگاه به جاير نمييتغP 1ک نقطهيPاز خط PQم ي را قرار ده.  

 ـ يفرض م. ک صفحه داده شده اند ي در   q ناواقع بر  B و A و دو نقطه   qخط  . ب  q دو نقطـه بـر  V وUميکن

،M  ي خط ها  ي نقطه تلاقUAوVB و ،N  ي خط ها  ي نقطه تلاقUB و VA   هـر   يبه ازا ) .  ب ۹شکل  ( باشد 

واقع Qه همه اين خط ها در يک نقطه نشان دهيد ک.دي آيد مي پدMN خطکي ، q برV وUانتخاب نقاط

 نقطه ،Pم که بري قرار ده1qک خط ي qيد که هر گاه به جا     ي نشان ده   متقاطع اند ؛ هم چنين       ABبر خط 

 . شود ي عوض نمQ، بگذرد نقطهAB و qيتلاق

  

  

  

  

  

  

  )الف(۹شکل



  

  )ب(۹شکل

  

  .حل

 ـ الف را بـر  ۹ل  شکي πصفحه.  باشد 2l و1lي خط هاي نقطه تلاق  Qمي کن ي  فرض م   .الف πک صـفحه ي ر ي تـصو ′

 ـ ، غ1π ماننـد يصفحه دلخـواه QP است بر ين کار کافي ايبرا.  باشد   πخط خاص صفحه  PQ که   يم به طور  يکن يم ر از ي

πم و يبگذرانπ ک نقطه   ياز   راO1يπ   ک صفحه ي برπ ن صورت شـکل  يدر ا. )   الف۱۰ شکل←(م ير کني تصو 1πي مواز ′

πدر صفحه (  ب   ۱۰به شکل    ) πدر صفحه ( الف  ۹  ACي ، نقطـه برخـورد خـط هـا    Mي شود و مکان نقطه ها   يبدل م  ) ′

Pک خط ي ، به    BDو 1l با ي مواز ′ 2l و ′ جـه  ي نتير مرکـز يتـصو ) الـف  (يژگياز و.  شود ي الفاصله از آن دو بدل م   ي متساو ′

  .ک خط است ي Mيشود که مکان نقطه ها يم

21اگر ll     ر صفحه   ي ، آنگاه از راه تصوπ بر صفحهπ م ، که خط مـار بـر   ي رسي ب م  ۱۰ به شکل    ي زمان ک صفحه ي بر   ′

P1يموازl2 وlخط خاص π باشد .  
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A D

p M

B C

l1

l2

  

  )ب(۱۰        شکل                          )                الف(۱۰شکل

  

 P متقاطع باشـند ، آنگـاه  Qک نقطهيدر 2l و1l شود که هرگاهيجه مي بلافاصله نت ير مرکز ي تصو ي) ب (يژگياز و 

21 گذرد و اگري مQاز ll آنگاه ، P 1باl2 وl است يمواز .  

 ي مـواز ي به خط ها1P متقاطع دري ما، خط هاير مرکزي باشد آنگاه ، بر اثر تصو PQ از خط  ي نقطه دلخواه  1Pو اگر 

P ، به خط   11DB و 11CAي خط ها  ي ، محل تلاق   1Mي شوند و مکان نقطه ها     يبدل م   ـاز ا .  شود   ي بدل م  ′ جـه  ين جـا نت  ي

21ن اگريهم چن. (  منطبق است   P بر 1Mينقطه ها شود که مکان     يم ll11ني و بنابرا lPPآنگاه ، P1 وPهمان خطP را 

  .) کننديمشخص م

  

πک صفحه ي ب را بر     ۹ شکل   ي π صفحه .ب  ـدر ا.  باشـد  πخـط خـاص   q که خط   يم به طور  ي کن ير م ي تصو ′ ن ي

NM بـه قطـر  MNخـط ؛ )۱۱شکل( شوند ي بدل مي موازي به خط هاVB وUB، VA وUAيط هاخصورت    ي از متـواز ′′

BNAMالاضلاع BAگري شود و قطر د    ي بدل م  ′′′′  ـ  ′Q را در  ′′  ، VوU هـر انتخـاب  ين ، بـه ازا  يبنـابرا .  کنـد    ي نصف م

NMک خط   ي  به MNخط BA شود که  يبدل م ′′  ي شود که همه خط هـا      يجه م ي برد؛ از آنجا نت    ي م ′Q را در همان نقطه    ′′

MNخط ،AB ک نقطهي را درQبرند ي م .  

 ـ به   1qر ما ،  يبر اثر تصو  .  ببرد P را در نقطه   AB باشد که  يگريخط د 1qم  ي کن يحال فرض م    يمـواز ′1qک خـط  ي



BAبا 11UVBAنقه به ذوز11UABVي ، چهار ضلع′′ 11NM به خط11NM ، و خط′′′′ قطرها و نقطه  ين نقطه تلاقي ، واصل ب′′

11NMاما در اين صورت   ) . ۱۱شکل(تلاقي اضلاع مقابل ذوزنقه ، بدل مي شوند          BA قاعده ′′  وسط ′Qطه از ذوزنقه را در نق   ′′

  . کند يجاب مين حکم مسئله ما را ايکه دومآن خواهد بريد 

  

  

  ۱۱شکل

  

۲.   

گر يکـد ي ير قابل دسترسيک نقطه غي دو خط در آن صفحه اند که در 2l و1lک صفحه وي در   ي نقطه ا  M .الف

 ـ رسـم کن   يخطMبا استفاده از ستاره تنها، از نقطه        . رند ب يرا م   ـ      ي  بگـذرد   2l و 1l يد کـه از نقطـه تلاق

  ).الف۱۲شکل(

 Pيکه در نقطه هـا 2qو2P ، 1q و1Pله دو جفت خط  يک صفحه به وس   ي در   lرقابل دسترس يک خط غ  ي  .ب 

ب خط ي به ترت M و mمي کن يفرض م ).  ب   ۱۲شکل  ( برند مشخص شده است      يگر را م  يکديl واقع بر    Qو

  . بگذرد lوmيد که از نقطه تلاقي رسم کني خطMبا استفاده از ستاره تنها، از.  مفروض باشند يو نقطه ا

 ـ Q وPر قابل دسترسيه از دو نقطه غد کي رسم کنl ماننديها خطنبا استفاده از ستاره ت   .ج  له دو ي که بـه وس



  ) .ج۱۲ شکل( مشخص شده اند بگذرد 2q و2P،1qو1Pجفت خط

له دو جفت خـط ، بـه گونـه    يبه وس) د۱۲ شکل(ک صفحه ي در 2l و1lر قابل دسترس يک از دو خط غ يهر    .د 

 Mک نقطه مفروضيبا استفاده از ستاره تنها، از . مذکور در بالا ، مشخص شده است ) ب(۲ در مسئله lخط

 . ، بگذرد2l و1l يمحل تلاق،Lطهد که از نقي رسم کنيخط
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   .حل

. ببرنـد  ) ۱۳شـکل   (D و Bو ، C و Aيرا در نقطه ها   2l و 1lم که ي کن يک جفت خط رسم م    يMاز نقطه    .الف

 Kب دري را به ترت2l و1l يم که خط هاي ده ي مرور م  ي ، خط  BC و ADي خط ها  ي نقطه تلاق  Pسپس از 

 ـ Mن ي ، واصل بm شود که خطيجه مي نت ۱ مسالهه  ياز قض . ببردLو   از نقطـه   ،DK وALيو نقطـه تلاق

 . گذرد ي م2l و1lبرخورد 

  

  

  ۱۳شکل

  

21ه اگر ن نکته ک  ي اشاره به ا    .۱ادداشت  ي ll )  است که وجود ين معنير قابل وصول است ، بدي آنها غيپس نقطه تلاق 

 شود ي با استفاده از ستاره تنها ، بدل مM به موازات دو خط مفروض از نقطه مفروض       يم ما به رسم خط    ي، آنگاه ترس  ) ندارد

-)ب (۲ مـسائل  يم ها يباز ترس .  است ير مرکز ي تصو ي ها يژگيجه و يست ، بلکه نت   ي ، ن  ين اتفاق يا. ست  يکه مورد توجه ما ن    

 ـ ي با استفاده از ستاره تنها در اختي موازي رسم خط هاي برا ييروش ها ) د(  ـ  .  دهنـد  يار ما قـرار م ه يبـه خواننـدگان توص

  .م ها را انجام دهند ين ترسيم که ايکن يم



ک ي. ست يبود ، تنها راه حل ممکن ن) الف(۱ه مسئله  ي بر قض  ي، که مبتن  ) الف(۲  مسئله ي راه حل بالا برا     .۲ادداشت  ي

 ـ را در    1l ، خـط   MN و 2lينجا خط ها  يدر ا .(  الف مطرح شده است      ۱۴در شکل   ) ب(۱ه مسئله   يراه حل برا ساس قض     ک ي

 ب معـرف راه  ۱۴شکل .)  دهند  يم خط ها را نشان م     يب ترس ي خطها گذاشته شده اند ترت     ي که پهلو  ي برند ؛ اعداد   ينقطه م 

111 و ABMمثلث هاي . (۶حلي است بر اساس قضيه مسئله        MBA     تصادفاً ترسيم ما بـه کمـک      .  مثلثهاي منظري هستند

ج معـرف  ۱۴ شـکل .) تصوير منظـري هـستند  ۱۳ در شکل BALوCDKلث هاي زيرا مث. قضيه دزارگ نيز اثبات مي شود      

ن يا) .  قرار دارند    2mو1m يان بر خط ها   يک در م  ي ABCDEFي شش ضلع  يراس ها  ( ایه  ي است بر اساس قض    يميترس

 CوF يان از نقطه هـا يک در ميABCDEF ياضلاع شش ضلع  ( شود     ي اثبات م  ایه  يله قض ي تواند به وس   يز م يم ن يترس

 ـيمي ترسين درستيهم چن. وجود دارد   ) الف(۲ مسئله   ي هم برا  يگري د يراه حل ها  ) .  گذرند   يم د از راه  که در بالا ذکر ش

  .  شود ي اثبات ميادي زيها

 ـ. ستند ي ممکن نير داده شده اند ، تنها راه هاي که در ز۴ و  ۳، و   ) د (–) ب(۲ مسائل   ين ، راه حل ها    يهم چن  ه يتوص

  .ابد ي بيگريم دي ترسي کند راه هايم که خواننده سعي کنيم

 Q وP نادسـترس ي را به نقطه هـا   m واقع بر  B و Aياريت و دو نقطه اخ    Mنقطه: م ممکن   يک راه ترس  ي  .ب 

 ، D درBP وAQي ، خط هاC در نقطهBQ وAPيخط ها) ) . الف( راه حل قسمت  ←(م  ي کن يوصل م 

   CD وMQيخط ها

 وصـل و  Q را بـه   F و Pرا به E) . ۱۵شکل  ( کنند   ي برخورد م  F در نقطه  CD و MPيخط ها ،  و    Eدر 

 MNي شود که خـط هـا  يجه مينت) ب (۱ه مسئله ياز قض.  باشد  EP و FQينقطه تلاق Nم  ي کن يفرض م 

  .)ک خط اند ي از  نقطهدو جفتF و D، E وC،۱۵در شکل ( متقاطع اند Xک نقطه ي در mوPQو

  



A

B

5

3 4
v

U1

NM

v1

9
6 8

10

l2

l1

1

2

7

  

  )الف(۱۴شکل

  

l1

l2

A1

A

B

  

  )ب(۱۴شکل



B

A
F
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  ۱۵شکل

  

گر يکـد ي D وC وB وAدر نقـاط  2q و2P، 1q و1Pيم خـط هـا  ي کنيفرض م: م ممکن   يک راه ترس  ي  .ج 

 آنها خـط    يم به جا  ي توان ين خط ها در محدوده صفحه رسم متقاطع نباشند ، م          ياگرا ) . ( ۱۶شکل  ( راببرند  

 را BDيا بر هر خط ديگر که (( ACبر خط) ). الف(۲ بگذرند ؛ مسئله QوP يم که از نقطه هاي بگذارييها

  .) ببردEدر همان نقطه

  



  

  ۱۶شکل

  

 در حدود صفحه رسم BC1 وDC1، DA1 وBA1يم که خط هاي کن يم را چنان انتخاب     1Cو1Aدو نقطه    

 ـF از 11QPخط) ب( ۱ه مسئلهيبه موجب قض. گر را ببرند    يکدي 1Q و 1Pيدر نقطه ها    و BDي، نقطه تلاق

PQمانده است که.  گذرد يمFرا به نقطه نادسترس Pالف(۲ مسئله ←(م ي وصل کن . ( (  

  

 ـ يم) . ۱۷شکل(  باشند   Mدو خط دلخواه مار بر نقطه     n و   mمي کن ي م فرض: م ممکن   يک راه ترس  ي  .د  م ي دان

 رسـم  يي ، خـط هـا  n وm با2l و1lي ، محل تلاق D و C و B و A نادسترس يد از نقطه ها   يکه چگونه با  

 ـ   D را بـه   B و Cرا بـه  Aم که چگونه  ي دان ين م يهم چن ) ب۲مسئله  ( م  يکن  . ) ج۲مـسئله  ( م  ي وصـل کن

 2lو 1lي خط هاMPمي کنيو فرض م) ) الف (۲مسئله ( ، وصل BD و ACي ، نقطه تلاق   P را به  Mحال

 تـوان آنهـا را   يکه م ( NA وKCي خط هاي، نقطه تلاق) الف(۱ه مسئله يبه موجب قض  .  ببرد N و Kرا در 

  .بر خط مطلوب واقع است ) )ج(و ) ب(۲دا کرد ؛ مسائل يپ

  



M 

N 

A 
P 

m 

n 

D 

B 

l  2

K 

l1

L

  

  ۱۷کلش

  

با استفاده از سـتاره تنهـا چگونـه         ) ۱۸شکل( م  يري گ ي با آن را در نظر م      صفحه هم   Qهيک ناح ي و   AB پاره خط  .۳

ن مـسئله  ير ايتعب( م ؟ ي رسم کنQدر درون ي آنکه خطيم بي امتداد ده  Qهي به سمت راست ناح    ABم پاره خط را   يتوان يم

 ـ تواند دينجا امتداد مفروض نمي که از ايگر جنگل ، مثلا به سمت    ي د ين به سو  ي زم ي را بر رو   يخط: ن است   يچن ده شـود ،  ي

  .)ديامتداد ده

  

A B Q
  

  ۱۸شکل

  

 را در نقطـه  2l و1l دو خـط کـه   B نگذرنـد ، و از Qهي را که از ناح2l و1l دو خط Aاز:  يک راه رسم ممکن  .حل

 1lگـر  ي دو خـط د Aبعـد ، از  ) . ۱۹شکل ( م ي دهي نشان مl را باMLخط. م  ي کن ي ببرند ، رسم م    N و L ، M و Kيها



 Kيرا در نقطـه هـا    2l و 1lي خـط هـا    BMوBLم  ي کن يفرض م . ببرند  LوMي را در نقطه ها    lم که ي ده يمرور م 2lو

با تکـرار  .  قرار دارد AB ، بر خطKNوKNي خط هاي ، نقطه تلاقD شود کهيجه مينت) ب(۱ه مسئله  ياز قض  . ببرندNو

را ABامکان امتـدا دادن  ن دو نقطه يبا داشتن ا. م ي کنيدا مي پQهيدر طرف راست ناح AB از خط    يگرين روش نقطه د   يا

  .م ي آوري به دست مQهيدر فراتر از ناح

  

  

  ۱۹شکل

  

 مي توانيم آنها را با يک خط بـه هـم وصـل کنـيم در           چگونه.  را در يک صفحه در نظر مي گيريم          BوAدو نقطه . ۴

  ؟) ۲۰شکل ( در دست داشته باشيم ABصورتي که فقط يک ستاره کوتاه تر از فاصله 

  

 

  

                       

  ۲۰شکل

A B



درون آن B رسم مي کنيم که با هم زاويه کوچکي بـسازند کـه           2l و 1l دو خط    Aاز نقطه :  يک راه حل ممکن      .حل

بعد ، دو خط از  . بايد توجه داشت که کوتاهي ستاره مانع از اين نيست که يک قطعه از يک خط را امتداد بدهيم                    . واقع شود   

B   1مي گذرانيم کهl 2 وl   1را در نقطه هايK 2 وK   ، 1L2وL     فـرض مـي کنـيم     .  قطع کننـدP    11 نقطـه تلاقـيLK  و 

22LKحال از . باشدP      1 تعدادي خط رسم مي کنيم کهl 2 وl    3را در نقطه هـايK 4 وK   و....  وnK ، 3L 4 وL   و... وnL  

  ).۲۲شکل( قطع کنند 

 واقـع   ABبر خط ...  و   34LK و 23LK ، 43LK و 32LKايجاب مي کند که نقطه هاي تقاطع      ) الف (۱قضيه مسئله   

  . را پيدا کرد که بتوانند با يک ستاره کوتاه به هم وصل شوند ABتوان نقاط نزديک دلخواهي از خط بدين طريق مي . باشند 

  

۵ .  

 بريـده اسـت و      N و M و Lرا در نقطه هاي   )يا امتداد آنها   ( ABC و از مثلث   CA و BC و ABاضلاعP خط .الف

 Tرا به CLوAM و نقطه برخوردS را بهCL وBN ، نقطه برخوردRرا بهBN و AMنقطه برخورد) الف(۲۱مانند شکل  

  .متقارب اند CRوBTوASنشان دهيد که خط هاي. نشان مي دهيم 

 را بـا  QC وQB وQA، نقطه هاي برخورد خط هاي) ب(۲۱مانند شکل .  مفروض اند Qو يک نقطهABC مثلث   .ب

 AB وKL نشان مي دهيم و نقطه هاي تلاقـي جفـت هـاي خـط هـاي     MوLوKبه ) يا امتداد آنها   (ABCاضلاع مثلث 

،KMو AC، LMوBCرا به R و SوT .  نشان دهيد که نقطه هايRوSو T هم خط اند .  



  

  )الف(۲۱شکل

  

  

  )ب(۲۱شکل

  

   .حل

πرا بر صفحه  ) الف۲۱شکل     ( ي π، صفحه  ير مرکز يک تصو ي با استفاده از     .الف خـط  P کـه    يم به طور  ي نگار ي م ′

  . باشدπخاص

  



  

  ۲۲شکل

  

MAي مـواز  ي به خط هـا    BC و AMين صورت خط ها   يدر ا  CB و ′′  ي بـه خـط هـا      AC و BNي ، خـط هـا     ′′

NBيمواز CA و ′′ LCي مواز ي به خط ها   ABوCLيخط ها ،و ′′ BAو′′  به  CR و BT و ASيخط ها .  شوند   ي بدل م   ′′

SA يانه ها يم TB و ′′ RC و′′ CBA از مثلث′′ Pدر يک نقطهگر را يکديد يذا با شوند و ليبدل م) ۲۳شکل (′′′ از .  ببرند ′

  . يکديگر را مي برند Pدر يک نقطهCR وBT وASاينجا نتيجه مي شود که 

  

  

  

  

  



  

  ۲۳شکل

  

πگر  ي شکل  ب را بر صفحه د       يπ صفحه   ير مرکز يک تصو ي با استفاده از     .ب خـط  RS کـه    يم به طـور   ي نگار يم′

πدر.  شود πخاص صفحه  BALKمي دار′ CAMK و′′′′ م يکن ي استفاده مير موازيک تصويحال از  . ) الف۲۴شکل  ( ′′′′

CBAو   CBA الاضلاع يک مثلث متساو  يرا بر   ∆′′′ KAين صورت خط هـا  يدر ا ).  ب ۲۴شکل  (م  ي نگار ي م ′′′′′′ LB و′′′′ ′′′′ 

DCبر CBA ، محور تقارن     ′′ KAيو خط ها  .  برند   يگر را م  يکدي∆′′′′′′ MC و ′′′′ EB بر   ′′′′ محور تقارن مثلث ما متقـاطع      ′′

Q شود کهيجه مينجا نتياز ا .  شوند   يم KAي ، نقطه تقاطع خط ها′′ MC و′′′′ LBو′′′′  ـ  نقيخط ها′′′′  دو محـور  يطـه تلاق

KLي مرکز ثقل مثلث است ؛ و خط هايعنيتقارن  MK و′′′′ LM و′′′′ CBMLنيبنابرا.  مثلث اند يان خط هاي م′′′′ ′′′′′′′′.   

CBMLمي کند که داشته باشيجاب مي اير موازيک تصوي ي) ب (يژگيو ′′′′.   

 Rيعني واقع باشد، πز بر خط خاص صفحه    ي، ن BC و   LM ، نقطه تقاطع   T کند که  يجاب م يا) ب (يژگيبه علاوه و  

  . هم خط باشند TوSو 

  



        

  )ب(      شکل                                                      )                   الف(۲۴شکل

  

 ـنشان ده) . ره  ي ، و غ   BC بر F و ABبرE(  محاط شده است     ABCDي در چهار ضلع   EFGHيچهار ضلع . ۶ د ي

  . آن است يBD بر قطر FGوEHباشد ، نقطه برخورد  ABCD يAC بر قطرHG وEFکه اگر نقطه برخورد اضلاع

  .) هستندي منظري مثلث ها∆CFG و∆AEH؛۷مسئله ( ه دزارگ است يگر قضي حکم مسئله ما فقط شکل د.حل

111و ABCد کـه هـر گـاه دو مثلـث         ي ثابت کن  .ه دزارگ   يقض. ۷ CBA             ي در صـفحه چنـان باشـند کـه خـط هـا 

1AA1وBB1وCC ي برخورد خط ها   ي آنگاه نقطه ها   ،متقارب باشندAB11وBA،AC11وCA ، BC 11 وCB     هم خط اند ، 

 يهم خط باشند ، آنگاه خـط هـا        11CB و 11CA ، BCو11BA   ، AC و AB برخورد   يبه عکس ، اگر نقطه ها     ) . ۲۵شکل(

1AA1وBB1 وCC متقارب اند.  

  

  

  

  

  ۲۵شکل



 ي تلاقي ، نقطه هاR وQ وPمتقارب باشند ، آنگاه1CC و 1BBو1AA يم که هر گاه خط ها     ي کن ي اول ثابت م   .حل

 ـرا بر ۲۵ شکل يπن مطلب ، صفحه ي اثبات ايبرا .  ، هم خط اند11BA و11CA ، ABو11CB، AC و BC يخط ها  ک ي

πصفحه    ـين صورت به موجـب و يدر ا .  باشد   π خط خاص  QR که يم به طور  ي کن ير م يتصو′  ير مرکـز ي تـصو ي) ب (يژگ

11BABAميدار 11CACAو ′′′′ 11ACACاز . ′′′′ 11م کـه  يري گ يجه م ي نت ′′′′ // AOAOCOCO 11BABA  و از  ′′′′=′′′′ ′′′′ 

11م  يري گ يجه م ينت // BOBOAOAO 11يعني؛  ′′′′=′′′′ // COCOBOBO CBين خـط هـا    يبنـابرا  . ′′′′=′′′′ 11CB و ′′ ′′ 

  . هم خط اند RوQوPي نقطه هايعني قرار دارد ، π بر خط خاص صفحه11CB وBC ، نقطه تقاطعP اند ويمواز

πک صفحه ي را بر    ۲۵ شکل   ي πن منظور صفحه  يبد. م  ي کن يا ثابت م  حال عکس آن ر     ـي تصو′  ـير م م چنانکـه  ي کن

 ـ باشد بر اثر ا    π است خط خاص   RوQ و   P که شامل    يخط 111 و ABCير مثلـث هـا    ين تـصو  ي CBA   ي بـه مثلـث هـا 

CBAابهشمت 111 و   ′′′ CBA  ـ    يکه اضلاع متناظرشان مواز   ′′′  ـ  ) . ۲۶شـکل (  شـوند  ي اند بـدل م  ـ يفـرض م  نقطـه   ′Oمي کن

1AAيتلاقــــ 1BB و′′  ـ′1O باشــــد و ′′ 1AAينقطــــه تلاقـــ 1CCو′′ 111ميــــدار . ′′ // BABAAOAO  و ′′′′=′′′′

11111 // CACAAOAO CBAيگر از تشابه مثلثهاي دياز سو. ′′′′=′′′′ 111 و′′′ CBA   م کهيري گيجه مي نت′′′

1111 // CACABABA ′′′′=′′′′  

1111نيبنابرا // AOAOAOAO 1AA يچـون خـط هـا     .  بـر هـم منطبـق انـد          ′1Oو′O دو نقطـه   يعني ؛   ′′′′=′′′′ و ′′

1BB 1CCو′′   .ز متقارب اند ي ن1CC و1BB و1AAيمتقارب اند ، پس خط ها′′

  

  

                       

  

  ۲۶شکل
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۸.   

 چنـان محـاط     XYZک مثلـث  ين مثلث   يدر ا .  داده شده اند     R و QوP و سه نقطه هم خط       ABCمثلث .الف

  . بگذرند RوQو Pيب از نقطه هايد که اضلاعش به ترتيکن

nAAA ي ضلعnکيدر   .ب  ...21،nد که اضلاعش ازي محاط کنیگري ديضلعn نقطه هم خط مفروض بگذرند .  

 چنـان   XYZ ماننـد  يمثلث. ه اند   شد هک صفحه داد  ي در   C و B و A سه نقطه  3lو2lو1lسه خط متقارب    .ج 

  .باشند واقع 3lو2lو1l يش بر خط هاي بگذرند و راسهاC وB وA يد که اضلاعش از نقطه هايرسم کن

  .حل

نشان مي دهيم 1Yو1Zبه ∆ABCي BCوAB خطي رسم مي کنيم و نقطه هاي تقاطعش را با اضلاع       Pاز .الف

  ) . الف۲۷شکل  (1X را به1RZ و1QY، و نقطه برخورد خط هاي

رسم شده باشـد ، يـادآوري        XYZاکنون فرض مي کنيم که مسئله ما حل شده باشد ، يعني مثلث مطلوب              

111اين حالتکنيم که در  مي ZYX∆و XYZ∆ثلث هاي منظري هستند م 
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  )الف(۲۷شکل



 )PوQوR            از اينجـا نتيجـه مـي شـود کـه خـط هـاي           .) نقطه هاي تلاقي اضلاع دو مثلث ، هم خط انـد

1XX1وYY1 وZZو  ) ۷ مسئله ←(ر يک نقطه متقارب اند  دB از وصل . نقطه تقارب آنهاستB1بهX و 

اکنون پيدا کردن بقيه   . از مثلث مطلوب را به دست مي آوريم         X ، راس  AC و 1BXپيدا کردن نقطه تلاقي   

  .راس ها ديگر اشکالي ندارد 

 lنقطه ثابت واقع بـر يـک خـط   n ضلعي چنان تغيير کند که اضلاعش از nاگر يک هابتدا ثابت مي کنيم ک     .ب 

)1(بگذرند و    −n  1(راس آن بر( −n خط مفروض حرکت کنند، آنگاه مکان راس n   ام آن يک خـط اسـت  .

πبراي اثبات اين مطلب ، شکل خود را بر يک صفحه جديد           π خـط خـاص  l تصوير مي کنيم به طوري که′

  ) ) . الف ( ۱ مثلا ، راه حل مسئله ←(باشد ، 

 ، نقطـه تلاقـي   1Z.ببرد 1Y و1X را به ترتيب در نقطه هاي     2lو1lخطي مرور مي دهيم که خط هاي        Aاز    .ج 

 رسم ∆XYZحال فرض مي کنيم که مسئله حل شده ، يعني.  وصل مي کنيم    1X ، را به   3lوBY1خط هاي   

 XYZمتقـارب انـد ، مثلـث هـاي       O در   1ZZو1YY و 1XXچون خـط هـاي    ) .  ب   ۲۷شکل  ( شده باشد   

111و ZYX   11 مثلث هاي منظري مي شوند ، و نقطه هاي تلاقي خـط هـايYXوXY ) ـ  ،  ) Aي ، نقطـه يعن

11ZYوYZ )  يعني نقطهB ( ،11XZ و ZX   حال مي توانيم به آساني.  هم خط اندC  ZX ، نقطـه تلاقـي  ′

 از مثلث مطلوب ZXضلع.  منطبق است AB و11XZ ، را پيدا کنيم ، زيرا بر نقطه تلاقي خط هاي   11XZو

C وCبر خط واصل بين نقطه هاي   . ست  واقع ا′
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  )ب(۲۷شکل

  

111وABCمثلث هاي  .  قضيه درباره مثلث هاي منظري دو گانه         .۹ CBA    1 چنان داده شده انـد کـه خـط هـايAA 

ثابت کنيد  ) . ۲۸شکل  ( 1O در يک نقطه1CA و1BC و1AB مي برند و خط هايOيکديگر را در يک نقطه1CC و 1BBو

به تعبير (  مي بند؛ به عبارت ديگر دو مثلث منظري دوگانه 2Oطه نيز يکديگر را در يک نق    1CB و 1BAو1ACکه خط هاي    

  .در واقع منظري سه گانه اند ) حکم مسئله ما 

  

C A  1

C  1
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  ۲۸شکل



 BA1 ، محل تلاقـي 2Oو نقطه 1B و C فقط در شکل بيان است ؛ نقطه هاي        ۶تفاوت اين قضيه با قضيه مسئله        .حل

111 ، نقطه هاي تلاقي قطرهاي چهار ضلعي هاي1ACو COOAو BAOO1و BACA   . هستند11

  

111وABCهاي  فرض مي کنيم مثلث     .  قضيه در باب مثلث هاي منظري سه گانه          .۱۰ CBA      1 چنـان باشـند کـهAA 

. يکديگر راببرند   2Oدر نقطه   1CAو1BBو1ACخط هاي و1O در 1CBو1BC و 1AA، خط هاي  Oدر نقطه   1CC و   1BBو

بـه عبـارت ديگـر ، دو مثلـث     (  متقارب انـد  3O يک نقطه نيز در1CC و1BA و1ABثابت کنيد که خط هاي.) ۲۹شکل  ( 

  .)منظري سه گانه ، به تعبير مسئله ما الزاماً منظري چهارگانه اند 

  

  

  ۲۹شکل

  

π را بر يک صفحه ۲۹ي شکل π از تصوير مرکزي استفاده مي کنيم تا نگاشت صفحه         .حل به دست آوريم به طوري ′

111و ABCبه وسيله اين نگاشت ، مثلث هاي .  باشد 11CA وACنقطه تلاقيوO خط واصل بينπکه خط خاص   CBA  بـه

CBAمثلث هاي    111و′′′ CBA 111 بدل مي شوند با    ′′′ CCBBAA 11CACA و ′′′′′′ 1AAخـط هـاي    . ′′′′ 1CB و ′′ 1BCو′′  در  ′′

1CAمتقارب اند و خـط هـاي  ′1Oيک نقطه   1BBو′′ 1ACو′′ 1AAخـط هـاي مـوازي   ) .  الـف ۳۰شـکل   ( ′2O در نقطـه ′′  و ′′



1BB 1CCو′′ 1l را به  ′′ 2l و ′ 3l و ′ 1CAچـون .  نشان مي دهيم    ′ 1ACو′′ 11CACAقطرهـاي متـوازي الاضـلاع   ′′  هـستند ، و  ′′′′

1BBچون 1BB از نقطه تلاقي اين قطرها مي گذرد ، نتيجه مي گيريم که خط ′′ 2lيعني ( ′′ 1lاز ) ′ 3l و′ بايـد  .  هم فاصله است ′

1BAنشان دهيم که 1AB و′′ 1CC و′′   .متقارب اند1CCو1BA و 1ABنتيجه آن اين است که.  متقارب اند ′′

  

 3l

 2l

 1l

  

  )الف(۳۰شکل

  

 3l

 2l

 1l

  

  )ب(۳۰شکل

  

πحال از يک تصوير موازي براي نگاشت صفحه      π بر يک صفحه′ 1CCA استفاده مي کنيم تا ′′ را به يـک مثلـث   ∆′′′

1CCAقائم الزاويه  2l ب بدل مي شود که ۳۰ الف به شکل ۳۰ر اين صورت شکل   د.  بدل کنيم    ′′′′′′ محور تقارن شـکل شـده   ′′



1BAاز اينجا نتيجه مي شود که خط هاي    . است 1AB و′′′′ 3O در نقطه ′′′′ 1CCواقع بر خط′′ 1O ، که قرينه′′′′ l نسبت به ′′ است ′′

1BAدر نتيجه خط هاي   . ، متقاطع مي شوند      1AB و ′′ 1CCو′′  ′3O. ( متقاطع خواهند شد ′3O الف در يک نقطه   ۳۰  از شکل     ′′

πنقطه ازآن  3O است که برا ثر تصوير موازي ما برروي′   .)  نگاشته شده است ′′

  

π رابر صفحه جديد۶ در مسئله ABCDي چهار ضلعيπ صفحه .۱۲    تصوير کنيد به قسمي که ′

I.  ضلعABخط خاص π باشد ؛   

II.  قطرACخط خاص πباشد .  

  با بعضي از حـالات خـاص قـضيه   ii)( وi)(۱۲، مسائل ) ۷مسئله (  با قضيه دزارگ هم ارز است      ۶ چون مسئله    .حل

  .تشخيص چگونگي عمليت مورد نياز و بيان صورت جديدي را به عهده خواننده مي گذاريم. دزارگ ارزند 

  

BA وπ پاره خطـي در صـفحه  ABفرض مي کنيم. اثر تصوير مرکزي رابر طول يک پاره خط را درنظر مي گيريم        ′′ 

πن بر يک صفحه   نگاره آ  يادآور مي شويم که نسبت مساحت هاي ) . ۳۳شکل (  باشد  O بر اثر يک تصوير مرکزي به مرکز       ′

ايـن مطلـب ، مـثلا از       . ( دو مثلثي که يک زاويه مشترک دارند مساوي است با نسبت حاصلضرب هاي اضلاع اين دو زاويه                  

CabSفرمول معروف  sin)2/1(= براي مساحت مثلث ABC   بنـابراين اگـر فاصـله هـاي نقطـه     . )  نتيجه مـي شـودO 

BAوABاضلاعرااز   ، خواهيم داشت  نشان دهيم ′hوh به ترتيب به′′
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  ۳۳شکل

  

Cو′B و ′A ، و  πازl سه نقطه بر يک خط     CوBوAحال اگر  πر اثر تصوير بر نگاره هاي آنها ب′  باشند ، آنگـاه از  ′

  استدلال فوق چنين بر مي آيد که 
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CBCAاين رابطه نشان مي دهد که در اينجا بر خلاف تصوير موازي ، نسبت هاي       ′′′′ BCAC و/  در حالـت کلـي   /

تشکيل دهيم ) ۳۳شکل ( را DوC به وسيله دو نقطه ABنسبت دو نسبت حاصل از تقسيم پاره خط       ولي اگر   . نامساوي اند 

  ، آنگاه روشن است که 
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  عبارت 
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  . ناميده مي شود D وC ؛B وAنسبت ناهمساز چهار نقطه

  



 . يک خط محفوظ مي ماند واقع برD وC ؛B وA در تصوير مرکزي نسبت ناهمساز چهار نقطه .جويژگي   •

  

BCAC، نسبت دو نسبت ساده) هم خط(نسبت ناهمساز چهار نقطه      BDAD و/ از آنجا که نـسبت هـاي   .  است /

ساده مي توانند مثبت يا منفي باشند ، طبيعي است که يک علامت مثبت يا منفي به نسبت ناهمساز چهار نقطـه هـم خـط                          

)/()//(روشن است که نسبت ناهمساز    . ص دهيم   تخصي BDADBCAC   براي چهـار نقطـه AوB؛ CوD   مثبـت اسـت

BCACزيرا در اين صورت نسبت هاي سـاده (  باشند ABخطخارج پاره هردودرداخل يا هردودر DوCاگر BDADو/ / 

زيـرا در  ( ج آن واقع باشد ديگري در خاروAB در داخلDوC، ومنفي است اگر يکي از نقطه هاي   ) داراي يک علامت اند     

BCACاين صورت نسبت هاي ساده     BDAD و / به عبارت ديگر ، مي تـوانيم بگـوييم کـه    ) . علامت هاي مختلف دارند /

) الف۳۴شکل (جداساز يکديگر باشند C،DوA،Bمنفي است اگر جفت هاي و      DوC؛BوAنسبت ناهمساز چهار نقطه     

وير مرکزي علامت که تصاز اينمجا نتيجه مي شود ) .  ب  ۳۴شکل  ( است اگر اين جفت ها جداساز يکديگر نباشند         ، و مثبت    

بـراي  .معتبر است حتي اگر علامت نسبت ناهمساز را در نظـر بگيـريم     ) ج(حفظ مي کند ، يعني ويژگي       نسبت به ناهمسازرا  

،آنگـاه  ) نباشـند  ( جداساز يکـديگر باشـند   C،DوA،Bاثبات اين حکم ، ملاحظه مي کنيم که اگر جفت هاي نقطه هاي   

؛ اما در اين صورت جفـت هـاي نقطـه هـاي            ) نيستند( جداساز يکديگر هستند    OC،ODوOA،OBجفت هاي خط هاي   

A′،B′وC ′،D′ نگاره هايA،BوC،Dبر اثر تصوير به مرکزO نيستند(  ، جداساز يکديگر هستند . (  

πوπيعني با فصل مشترک  ( π با خط خاص صفحه    ABتذکر مي شويم که هرگاه    م ، ) ۳۵شـکل  ( مـوازي باشـد   ) ′

BAABآنگاه واضح است که  OBBOOAAOو′′ // ′=′  

  

  

  )الف(۳۴شکل



  

  

  )ب(۳۴شکل
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  ۳۵شکل

  

  .خواهد داد ) ∗(لذا در اين مورد دستور 
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  .به عبارت ديگر ، در تصوير مرکزي نسبت ساده دو پاره خط از يک خط موازي با خط خاص صفحه ، محفوظ مي ماند

 به ويژه ، ←( بازي خواهد کرد نسبتا پيچيده است ، در گفتار مقدماتي ما نقش مهمي     ) ج(در تصوير مرکزي ، ويژگي      

  .و در کتاب هاي پيشرفته اي که با تصوير مرکزي سروکار دارند نقش قاطعي ايفا مي کند ) بخش آخر 

BCACنسبت    Cحالتي کـه .  را تقسيم مي کند AB نقطه اي است که پاره خط  Cرا در نظر مي گيريم که در آن       /

/1طول هاي مساوي و جهت هاي مختلف داشته باشند به قسمي کهBCوACباشد ، يعني وقتيABوسط  −=BCAC ، 

)/()//(نسبت ناهمـساز    DوC؛BوAن وقتي براي چهار نقطه      مورد علاقه خاص ماست ، هم چني       BDADBCAC  را در



)/()//(1حالت  . نظر مي گيريم     −=BDADBCAC     در ايـن حالـت يکـي از دو نقطـه          . را مجزا مي کنيمCوD  داخـل

BCACهم چنين نسبت هاي.  و ديگري بيرون آن است       ABخط پاره BDAD و/ شکل (  از لحاظ قدر مطلق مساوي اند /

تقـسيم  ) نـسبت تـوافقي   ( =  را به نسبت هم سـاز   ABپاره خط DوCبراي تشخيص اين وضعيت گوييم نقطه هاي      ) . ۳۶

  کنند  مي

  . ) هستند BوAمزدوج هاي همساز نقطه هايDو Cيا نقطه هاي ( 

  

A C B D
  ۳۶کلش

  

کـه در آنهـا   (در پيش ديديم که در مسائل متضمن تصاوير موازي ، مراکز پاره خط ها به نحو بارزي مجسم مي شوند              

هـم چنـين در   ) . خط هاي واصل بين وسط هاي اضلاع مقابل برخي متوازي الاضلاع ها و غيره نقش اساسي بازي مي کردند    

اي نقطه هايي پيدا مي شوند که برخي پاره خط هـا را بـه نـسبت    اغلب جفتهوازي را در بر دارند ، مسئله هايي که تصاوير م  

 1l نسبت به يک جفت خـط    P قطبي يک نقطه   –) الف(۱بدين ترتيب ، مثلا مکان هندسي مسئله        . همساز تقسيم مي کنند     

 1l را ، که دو سـرش بـر         PM پاره خط  MوP تعريف شود که نقاط      Mن نقطه هايي مانند    مي تواند به عنوان مکا     – 2lو

 را بـه  ABپاره خطQو  PکهABنقطه اي است از خط ) ب (۱ از مسئله Q هستند ، به توافق تقسيم مي کنند ؛ نقطه     2lو

  .وندمربوط به تصاوير مرکزي اثبات مي ش) ج(کليه اين احکام بلافاصله از روي ويژگي . توافق تقسيم مي کنند و غيره 

 بر يک صـفحه  πيادآوري مي کنيم که وقتي يک صفحه. اصلاح مي کنيم رخي از بي دقتي هاي گفتار خود را     اکنون ب 

π πدر نگاره اي π دو صفحه خط خاصي پيدا مي کند ؛ نقطه هاي خط خاص صفحه        زتصوير مي شود ، هر يک ا      ′  ندارنـد و  ′

πنقطه هاي خط خاص صفحه       به همين دليل صورت گزاره هايي که متضمن تصاوير         .  نيستند   πنگاره هاي هيچ نقطه اي از     ′



ون متذکر شديم ناشي از اين وضـعيت  بي دقتي هايي که هم اکن. مرکزي هستند همواره حالت هاي خاص را بايد در بر گيرند 

 مسئله ←(از اين رو ، مثلا، حکم قضيه دزارگ . بود که تاکنون ، علي الاصول ، چنين حالت هاي خاص را ناديده مي گرفتيم     

، دقيق بگوييم نادرسـت اسـت ، زيـرا ايـن امکـان را کـه يـک تـصوير مرکـزي ممکـن اسـت خـط هـاي متقـارب                                 ) ۷

را يا به خط هاي متقارب و يا به خط هاي موازي بدل کند ، در نظر                 ) ۲۵، شکل   PQو11BAوABيا1CCو1BBو1AAثلم(

اگر دو مثلث هم صفحه چنان باشند که خط هاي واصل به راس         : ن صورت است    يک بيان دقيق قضيه دزارگ بدي     . نمي گيرد   

يا يک ) ) ب( و ) الف (۳۷شکل ( هاي متناظر متقارب يا موازي باشند ، آنگاه يا نقطه هاي تلاقي متناظر مثلث ها هم خط اند         

، ) ) د(و ) ج(۳۷( شـکل  . تند جفت از ضلع هاي متناظر با خط واصل به نقطه هاي برخورد دو جفت ضلع ديگر مـوازي هـس         

  ملاحظه مي . و به عکس ) ز(، ) ه(۳۷شکل ( بالاخره يا اينکه اضلاع متناظر دو مثلث موازي اند 

  .اين گفته براي بسياري از قضيه هاي ديگر نيز صحيح است . ش را از دست مي دهد و درک آن دشوار مي شود تظراف

  

   

  )الف(۳۷        شکل                                                                )          ب(۳۷شکل

    



     

  )د(۳۷                    شکل                                             )     ج(۳۷شکل

  

       

  )ه(۳۷شکل                                                           )                 و(۳۷شکل

  

 در xبراي از بين برداشتن پيچيدگي هاي ناشي از ماهيت استثنايي خط هاي خاص ، بايـد بگـوييم کـه خـط خـاص      

πصفحه» خط بي نهايت    «  بر   πصفحه π از′y بر خـط خـاص  πصفحه» خط بي نهايت  «  تصوير شده است ، و       ′  تـصوير  ′

بـا  » نهايت تصوير مـي شـود   بر خط بيxخط  « تاکيد مي کنيم که اين اصطلاح موضوعي است قراردادي ؛ عبارت            . شود   مي

 صحبت خواهيم کرد که به x از خط خاص  Xما از هر نقطه خاص    . م ارز است    ه»  بر چيزي تصوير نمي شود       xخط« عبارت  

πاز صفحه» نقطه بي نهايت « يک    Xما از رده خط هاي موازي حاصل از تصوير رده خط هاي مـار بـر   .  تصوير شده است ′

لذا هـر خـط   . صحبت خواهيم کرد » در يک نقطه بي نهايت تلاقي مي کنند     « ، به عنوان رده خط هايي که         ) ۳۸ شکل   ←(

کليه نقطه هاي واقع در بي نهايت خـط هـاي   . با هر خط موازي با آن است  l» نقطه تلاقي   « يک نقطه در بي نهايت دارد که        

  .آن صفحه را تشکيل مي دهند » نهايت خط بي«  صفحه ، کي



 ، نزديک شـود  x وlمحل برخوردX به نقطه l بر خط  Mهرگاه يک نقطه  . حال به توجيه اين اصطلاح مي پردازيم        

lتصويرش بر خط   π از صفحه  ′ ) ] ۳۹ شـکل    ←( نزديک مي شود     X در آن به   Mدر يک امتداد ، بسته به امتدادي که        [ ′

 ، محـل  ′Y بـي نهايـت دور شـود ، تـصويرش بـه نقطـه      l در يکي از دو جهت برMهم چنين اگر. نهايت دور مي شود   بي

lبرخورد    ) ۳۹شکل ←. (  ، نزديک مي شود ′y و′

. م مي سازد که تعريف نسبت نا همساز چهار نقطه همخط را تکميـل کنـيم             وارد کردن نقطه هاي بي نهايت ما را ملز        

BDADباشد ، مساوي قرار دادن نسبت     ABنهايت خط    نقطه بي  Dاشاره مي کنيم که اگر     .  با يک،  طبيعي خواهـد بـود   /

BMAMزيرا نسبت (  AB در يکـي از دو  جهـت بـر   M نزديک شود ، يعني وقتيD به نقطه بي نهايتM وقتي نقطه/

 يـت باشـد ، نـسبت ناهمـساز       نقطـه اي در بـي نها       Dاگرلـذا . ) ، بـه حـد يـک نزديـک مـي شـود              نهايت دور شود     بي

)//()/( BDADBCAC    با نسبت سادهBCAC مربـوط بـه   ) ج(به آساني ديده مي شود کـه ويژگـي   . يکي خواهد شد  /

  . ، يا تصويرش ، نقطه اي در بي نهايت باشد باز صادق خواهد بود DوCوB وAتصوير مرکزي ، حتي اگر يکي از نقطه هاي

  

  

  ۳۸شکل

  



  

  ۳۹شکل

  

وارد کردن خط ونقطه هاي بي نهايت به ما امکان مي دهد که يک عده از گزاره هاي خاص را ، کـه همـه بـه طريـق                        

ين است که تا آنجا که به تصاوير مرکزي مربوط است ، علت آن ا. مشابهي قابل اثبات هستند ، در يک گزاره واحد بگنجانيم           

مثلا حالت هاي ويژه قضيه دزارگ ، که قبلا برشمرديم ، همه . نقطه هاي فرضي در بي نهايت با نقطه هاي نوع ديگر بدل کرد        

هم چنـين نقطـه    و1CC و1BB و1AAبه شرطي که نقطه تقاطع خط هاي) ۷مسئله . ( در حکم اصلي آن گنجانده شده اند   

111 وABCهاي تقاطع ضلع هاي متناظر مثلث هاي CBA نقاط معمولي يا نقاط بي نهايت تعبير شوند .  

  .ل شده است صفحه تصويري نام دارد نهايت تکميفزودن نقاط فرضي و خط فرضي در بيصفحه اي که بدين ترتيب با ا

  :نهايت کرده ايم اشاره کنيم دو استفاده اي که از نقطه هاي بيمي خواهيم به يک تفاوت اساسي بين 

  ،) مطالب مذکور در قبل ( اصلاح مناسبي براي بيان برخي حقايق مربوط به تصاوير مرکزي ايجاد کنيم  .۱

  . صفحه تصويري را ايجاد کنيم .۲

گامي است در راه تجريد رياضي که به يـک مفهـوم جديـد             . لاح تنها   طاصصويري گامي است فراتراز   مفهوم صفحه ت  

ر يعني نقاط بي نهايت صفحه اي که علاوه بر نقاط معمولي هندسه دبيرستاني داراي نقاط اضافي ديگ       : رياضي منجر مي شود     

صوير مرکزي مي تواند نقاط يک نوع را به نقاط نوع ديگر  نهايت با نقاط ديگر هم ترازند ، زيرا ت        دراين صفحه نقاط بي   . ( است  



) مذکور» صفحه انعکاسي « يا (معمولي » اقليدسي « بايد تاکيد کنيم که يک صفحه تصويري همان اعتبار صفحه     . )بدل کند   

ي است رياضي جريدنهايت ادامه داده شوند ، ت بيروي هم رفته ، مفهوم صفحه اقليدسي يا خطوطي که مي توانند تا    . را دارد   

اصل موضوع ها ، که هندسـه   مناسب آن به وسيله مجموله اي ازاقعيت فيزيکي داشته باشد ، و توصيفبي آنکه همتايي در و  

به انتخـاب هـاي متفـاوت اصـل     » صفحه«تعبيرهاي متفاوت از مفهوم  . مسطحه اقليدسي را مي سازند ، انجام گرفته است  

      : ل موضوع زير ، که در صفحه اقليدسي معتبر نيست ، در صفحه تـصويري صـادق اسـت           مثلا اص . موضوع ها منجر مي شود    

در واقع ، دو خط موازي به تعبير اقليدسي در يـک  ( » يکديگر را در يک نقطه منحصر به فرد مي برند ) متمايز(هر دو خط  « 

نهايـت، يکـديگر را در   مولي و خط واقع در بي و يک خط مع    نقطه واقع در بي نهايت در صفحه تصويري يکديگر را مي برند ،            

هر يک از راه هاي متفاوت پذيرفتني نزديک شدن به مفهوم صفحه با يک انتخاب خاص اصل    ) . نقطه بي نهايت خط معمولي      

را » صـفحه  « بسته به نوع مسائلي که حل آنها را مطرح مي کنيم ، ممکن است تعبير اصطلاح     . موضوع ها مشخص مي شود      

نقاط «  ، و ما در آنجا از      يک مورد مناسب مطالعه انعکاس هايي است که صورت گرفته است          . ي از راه ها مناسب بدانيم       به يک 

حاصـل بـا هـر دو صـفحه     » صفحه « . به طريقي متفاوت با طريق معمول در صفحه تصويري ، استفاده مي کنيم              » نهايت  بي

  .از يکي از آنها نيست »  پايين تر «يا » برتر« اقليدسي و تصويري ، متفاوت است ولي 

ممکن است در حل مسئله هايي که تـصاوير  » بي نهايت دور« بجاست اشاره کنيم که وارد کردن نقطه ها و خط هاي         

نهايت دور يريم که مرکزش نقطه بيمثلا به سهولت مي توانيم انتقال را تجانسي بگ. مرکزي در آنها دخالتي ندارند مفيد باشد  

را Fبراي ديدن اين نکته ، يک رشته تجانس در نظر مي گيريم که يک شـکل  . [  باشد ۱د محور انتقال و نسبت آن  در امتدا 

)iO ,...)3,2,1 ؛ در اين حال وقتـي      مي کند  بدل   ′A به نقطه  FازAو نقطه اي مانند   .... و   3F و 2F و 1Fبه شکل هاي   =i 

AAمرکزهاي اين تجانس ها ، در امتداد   نهايت دور مي شوند نسبت هاي  بي′

,...)3,2,1( =
′

i
AO
AO

i
i  

F به يک شکل iF و شکل هاي   ۱به مقدار  AA بر اثر انتقال با بردارF نزديک مي شوند که از شکل′  حاصـل شـده   ′



ده اي از قضيه هاي متضمن اشکال در نتيجه اين شناسايي ديگر لازم نيست حالات خاصي را که در ع.) ] ۴۰ شکل ←(است 

حاصلضرب دو تجانس بـاز  . مثلا ، بگوييم که هر دو دايره به دو طريق مجانس يکديگرند           . مجانس پيدا مي شوند ، جدا کنيم        

 نيز حالا مي توانـد بـه صـورت          تجانس؛ قضيه در باب سه مرکز     )با مرکزي در فاصله متناهي يا نامتناهي        ( يک تجانس است    

اين قضيه شـامل حـالتي اسـت کـه يکـي از      .  تجانس سه جفت شکل متجانس هم خط اند  کزيان شود ، سه مر    خلاصه زير ب  

 ـ.) دو شکل از سه شکل قابل انطباق اند ( نهايت است  نقطه اي در بي مرکزها ) تجـانس  (ز ، شامل حالتي است که هر سه مرک

، و ) هر سه شکل دو به دو قابـل انطبـاق انـد             ( ت است   نهايخطي در بي  ) تجانس  (و محور   . اند  نهايت  نقطه هايي واقع در بي    

  .بق اند نطمسرانجام، شامل حالتي است که هر سه مرکز بر هم 
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  ۴۰شکل

  

حفظ کنيم ، سه دايره همواره شش مرکز تجانس دارند که در مجموعه هاي سه تايي بر چهار              اگر ديدگاه فعلي خود را    

بـه  ) يـا لغـزه   ( مي توانيم به تقارن لغزه اي       ) . اص که اين قضيه را مي پوشانند      براي حالت هاي خ   ( محور تجانس قرار دارند     

F بر اثر يک تقارن لغزه اي بر   Fبنگريم ، و لذا حالتي که     ) يا تجانس   ( صورت حالت يک تقارن تجانسي        نگاشته مي شود، ′

  . مستلزم ملاحظات جداگانه نيست 



  

۱۳.   

nABAM پاره خطAB از ضلعDMثابت کنيد که هرگاه خط.  داده شده است    ABCD متوازي الاضلاع  .الف /= 

)/1(پاره خطACرا جدا کند، از قطر   += nACAN2 حالت۴۱شکل ( رد  را جدا خواهد ک=n  اگـر  ).  را نشان مي دهـد

 با خط خاص آن صفحه موازي باشد ، اين گـزاره بـه چـه    ABصفحه شکل را بر يک صفحه ديگر جنان تصوير کنيم که خط           

  شکلي در خواهد آمد؟

  

  

  ۴۱شکل

  

جـز ء مـساوي   n را به وسيله ستاره تنها به   ABپاره خط . داده شده اند    l بر   AB پاره خط  1l و l دو خط موازي   .ب

  .تقسيم کنيد

  .حل

N را درAC رسم مي کنيم تا قطر    MDوازي متوازي الاضلاع ، خطي م     يB از راس  . الف  ۴۲ شـکل ←( قطع کند ′

BNNMچون) . الف nAMABANNA ، لذا    ′ ==′ NCB و ADNبعد هم ، قابليت انطباق مثلـث هـاي        .//  ايجـاب   ′

NCANکند که مي   از اينجا نتيجه مي شود که . =′

1+=
′+′

= n
AN

CNNA
AN
AC  



  .که همان چيزي است که ما مي خواستيم ثابت کنيم 

ه تصوير شود ، آنگاه نسبت موازي با خط  خاص صفحAB الف را بر صفحه ديگري چنان تصوير کنيم که ۴۲اگر شکل 

. را حفظ نمي کنـد  ACولي اين تصوير نسبت پاره خط هاي واقع بر قطر . .  محفوظ مي ماند  ABپاره خط هاي واقع بر خط     

نـسبت   م که يان کن ي ب ي طور د آن را  يبنابراين براي به دست آوردن صورت ديگري از قضيه اي که هم اکنون ثابت کرديم ، با                

ار ساده به صورت ين کار ، بسيا.  بمانند ي باقAB واقع بريحذف شوند، و فقط نسبت پاره خط هاAC واقع بر يپاره خط ها

  . قطع کند 1MدرراABم تا ضلعي کنيم رسم ADي موازيخطNاز : ردي گير انجام ميز

  

  

  )الف(۴۲شکل

  

ABnAM کند که اگريجاب ميم اي که هم اکنون ثابت کرديه ايقض    ، آنگاه =)1/(
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Mقطهاگر ن:  شود   ير منجر م  يجه ز ير ما به نت   ياکنون روشن است که تصو     BA قاعده′ DCBA از ذوزنقه′′  را بـه  ′′′′

nBAMAنسبت   /1/ NSم کند، آنگاه خط  يتقس′′′′= Nذوزنقه ، و) ينامواز( اضلاع ي ، نقطه تلاقSنيواصل ب′  ، نقطـه  ′

MD يتلاق CAبا قطر′′ 1Mک نقطهي ، ′′ BA رابر′    که ي کند به طوري مشخص م′′

BA
n

MA ′′
+

=′′
1

1
1  



 ير ، مـواز ين تصوي آنها بر اثر ا ي اند، نگاره ها   ي خط خاص صفحه مواز     با CD و ABيچون خط ها  ) .[  ب   ۴۲شکل  (

DCBAک ذوزنقـه ي به ABCD الاضلاعي کند که متواز  يجاب م ين مطلب ا  يا.  مانند ي م يباق  يخـط هـا  .  بـدل شـود   ′′′′

DAي به خط هاNM1وAD،BCيمواز ′′، CB NM و′′ نسبت .  برند ي مSک نقطهيگر را در يکدي شوند که ي بدل م′′1

  .] ماندير محفوظ ميوک تصي با خط خاص صفحه ، بر اثر ي ، موازAB واقع بر خطيپاره خط ها

 ـيوصل، و فرض م BوA ي از صفحه را به نقطه ها      Sياريک نقطه اخت  ي .ب  ـي نقطـه هـا  D وCمي کن خـط  ي  تلاق

 ـ 2Mک نقطه ي را در    AB خط 1SN باشد ، آنگاه   AC و DBي نقطه تلاق  1Nاگر. باشند  1l با   SBو SAيها  بـرد بـه   ي م

ABAM که يطور )2/1(2 =  

.  

  

  )ب(۴۲شکل

  

 کـه  ي برد به طـور ي م3Mک نقطهي را در AB خط2SN ببرد ، آنگاه2Nک نقطهيرا در  ACخط  2DMبعد اگر   

ABAM )3/1(3  بـرد بـه   ي م4Mک نقطهيرا در ABخط 3SN ببرد، آنگاه   3Nک نقطه ي را در    AC خط 3DM؛ اگر =

ABAM که يطور )4/1(4   ) ) .الف(۱۳ راه حل مسئله ← الف،۴۳شکل ( و هکذا =

ABnAMnي با تساو  nM نقطه يوقت[   را به   AB را که پاره خط    يه نقاط ي توان بق  ي م ين شد ، به آسان    ي مع =)1/(

n است ، خط  يرا کاف يز. رد  دا ک ي کنند پ  يم م ي تقس يقسمت مساو l  nSMحـال، اگـر  . مي رسم کن1l وl به موازاتSاز را′

lخطDMn ببرد،   nPک نقطه يرا در   DCخط    ـ ′Sک نقطه ي را در    ′  ـرا در   ABخـط   ′nPS بـرد و     ي م nMک نقطـه  ي ′ . 



nnnپس MMAM ABnMA لذا ،=′ n    ]n=5 ب ، که۴۳شکل ← و هکذا؛ ′=)2/(
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  )ب(۴۳  شکل                                                                   )          الف(۴۳شکل                                    

  

 خـط  ABEم کـه خـط  ير کني تصوير را طو۴۴ در خواهد آمد هرگاه شکل ي کامل به چه شکليه چهار ضلعي قض .۱۴

  آن باشد ؟خاص 

π را بر يک صفحه    ۴۴ي شکل   π صفحه   .حل پـس  .  خط خاص صفحه شود ABE تصوير مي کنيم به طوري که خط′

DFACي چهـار ضـلعي کامـل بـه خـط هـاي           FE و DB و CAقطرهـاي .  بدل شـده اسـت       ۴۵ به شکل    ۴۴شکل   ′′′′ 

CFBDو CDEF و ′′′′ روشن ) . ۴۵شکل ( نشان مي دهيم 1F و1D و1Cاين خط ها را بانقاط تقاطع .  بدل مي شوند  ′′′′

Cاست که نقطه هاي F و′D و′ 111 وسط هاي اضلاع مثلث ′ EDC هستند .  

 ، نقطـه اي  CAوسـط ،Pنقطه. وسط هاي قطرهاي چهار ضلعي کامل، را تعيين مي کنيم  RوQوPحال نگاره هاي    

/1است که −=CPAP . نهايت خطاگر نقطه بيCA1را بهP مي توانيم بنويسيم  نشان دهيم ، آنگاه  

1
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−=

CPAP
CPAP  

  از تصوير مرکزي داريم ) ج(به موجب ويژگي 
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PCPA
PCPA  

1Pکه   ACاست، يعني نقطه تلاقي   1Pنهايتنگاره نقطه بي  ′ تساوي خود را بار ديگـر بـه        . πهاز صفح l با خط خاص   ′′

  صورت 

1
/
/

1
1 −=
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′′′′
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PCPC  

  

  ۴۴شکل

  

1/1مي نويسيم ؛ يا ، چون =′′′′ PAPA ، )A′نهايت  نقطه اي است در بي( ،  

11 −=
′′
′′

PC
PC  

Cاز اين رابطه نتيجه مي شود که   1PP وسط پاره خط′ Pاست، يعني  ′′ 1Pقرينه′ است  ) lبا11FDنقطه تلاقي خط(  ′

Cنسبت به 111از مثلث11FD ، وسط ضلع′ FDC .   

 از چهار ضلعي کامل، بر FE وDB، وسط هاي قطرهايR وQ ثابت کنيم که نقطه هاي   به گونه اي مشابه مي توانيم      

111 از مثلث11DCو11FC با اضلاع l ، نقطه هاي تلاقي خط خاص′1Rو ′1Q قرينه هاي نقطه هاي ′R و ′Qنقطه هاي  FDC 

Fو  ′D، نسبت به    Pکه مي گويد نقطه هاي   ( قضيه مربوط به چهار ضلعي کامل       از اينجا   . ، وسط هاي اين اضلاع ، هستند        ′



1Pفرض مي کنيم: به شکل زير در مي آيد )  هم خط اند    R و Qو  بـه ترتيـب بـا    lتلاقي يک خط از نقطه هاي ′1R و′1Q و′

111 از مثلث11FC و 11DC و 11DFاضلاع FDC در اين صورت نقطـه هـاي  .  باشندP 1P قرينـه هـاي  ′R و′Q و′  ′1Q و′

اين قضيه مي تواند براي اسـتخراج قـضيه   .  ، هم خط اند 11FC و11DC و11DFبه ترتيب نسبت به وسط هاي اضلاع ′1Rو

  .ي کامل به کار رود مربوط به چهار ضلع

  

۱۵.  

يا بر امتداد  ( CAوBCوAB به ترتيب واقع بر اضلاعP وN وMسه نقطه: قضيه منلائوس را ثابت کنيد  .الف

   ، هم خط اند اگر و فقط اگر ABCاز مثلث ) ۴۵ شکل ←آنها
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 و AB، بـه ترتيـب بـر اضـلاع    PوNوM کـه نقـاط  CMوBPوANسه خط: قضيه سوا را ثابت کنيد        .ب 

BCوCA) از مثلث) ۴۶ شکل ←يا بر امتداد آنهاABCقرار دارند ، متقارب يا موازي اند ، اگر ، و تنها اگر   
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  )ب(۴۶     شکل                                               )         الف(۴۶شکل                                

  

 آن را ۱۵ نشان خواهيم داد که قضاياي منلائوس و سوا نتايج مستقيم قضيه زير هستند که ماقبل از حل مـسئله     .حل

nAAAفرض مي کنيم  . ثابت مي کنيم     12 چند ضلعي دلخواهي باشد و     21... ,,..., MMMn        نقطه هايي بـر اضـلاع يـا بـر 

  نشان مي دهيم که حاصلضرب ) . ۴۷شکل (اشند امتداد اضلاع آن ب
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12زيـرا اگـر  . بر اثر يک تصوير مرکزي عـوض نمـي شـود            ,,..., AAAn 12 ؛و ′′′ ,,..., MMMn نگـاره هـاي نقطـه    ′′′

12هاي ,,... AAAn12 ؛ ,,..., MMMnي به مرکز بر اثر يک تصوير مرکزO باشند، لذا داريم .  
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  از ضرب اين تساوي ها به دست مي آوريم 

n
nn

n
nn

MA
MA

MA
MA

MA
MA

MA
MA

MA
MA

MA
MA

123
22

12
11

123
22

12
11 ...... LL =

′′
′′

′′
′′

′′
′′  

  .يعني همان چيزي که مي خواستيم ثابت کنيم 

nAAAلعيهر گاه چند ض(. از يک تصوير مرکزي انگاشت ) ج(اين قضيه را مي توان تعميم ويژگي            به صـورت  21...

اکنون نشان مي دهيم که چگونه قضيه هاي ) . بدل مي شود  ) ج( درآيد ، آنگاه اين قضيه به ويژگي         ABAدو ضلعي تباهيده  

  .منلائوس و سوا نتيجه مي شوند

π بر يک صفحه   را ABC ي مثلث  π صفحه .الف اگر .  بدل شود πبه خط خاصMN چنان تصوير مي کنيم که خط ′

M بـه نقـاط   PوNوMنهايت بدل مي شود واين خط به خط بي واقع باشند ، l بر يک خطPوN وMنقطه هاي  Nو′ ′ 

Pو BAنهايت بر بدل مي شوند که نقطه هايي در بي′ CB و′′ AC و′′   بنابراين .  هستند ′′
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  اما به موجب آنچه که در بالا ثابت کرديم مقدار حاصلضرب 



)/)(/)(/( APCPCNBNBMAM  

  .برابر يک است 

)/)(/)(/(1بــه عکــس ، گيــريم =APCPCNBNBMAMچــون تــصوير فــوق ، MوN را بــه نقطــه هــاي 

Mبينهايت Nو′ /1 بدل مي کند  ، پس ′ =′′′′ NCNB، 1/ =′′′′ MBMA به موجب قضيه اي که در بالا ثابت کرديم بايد 

  داشته باشيم 

1)/)(/)(/( =′′′′′′′′′′′′ PAPCNCNBMBMA  

/1و بنابراين  =′′′′ PAPC .        معني اين تساوي آن است کهP CAنقطه بينهايت خط  ′  Pاما در اين صورت   .  است   ′′

  . ثابت مي شود P وN وMيعني هم خط بودن.  قرار گيرد πبايد بر خط خاص

12اگر  :  با استفاده از استدلالي مشابه ، مي توان قضيه کلي تر زير را ثبات کرد                 .تبصره ,,..., MMMn    نقطـه هـاي

nAAA ضلعيnتقاطع يک    آنگاه  باشند،l با يک خط21...
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12 ، عکس اين قضيه درست نيست ، يعني اين تساوي همخطي نقطـه هـاي               n<3ولي ، به ازاي    ,,..., MMMn  را 

  .ايجاب نمي کند

π را بر يک صفحه    ABCي مثلث π صفحه   .ب اگـر خـط   .  شـود πخط خـاص MN تصوير مي کنيم به طوري که       ′

 بدل مـي شـود ،   ۴۸ به شکل π در صفحه ۴۶ متقاطع باشند، آنگاه شکل      O موازي يا در يک نقطه     CM و BP و ANهاي

ABMCو CBNA و ′′′′ Pبنابراين . ′′′′ CAوسط′ OCBAزيرا نقطه تلاقي قطرهاي متوازي الاضلاع     ) است′′ .)  اسـت  ′′′′

/1از اين رو داريم  =′′′′ MBMA 1و/ =′′′′ NCNB )زيراM Nو′ /1و)  نقطه هاي بينهايت هستند ′ −=′′′′ PAPC.   



  

  ۴۸شکل

  

  از اينجا نتيجه مي شود که
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  و لذا به موجب قضيه اي که در بالا ثابت کرديم 
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نهايـت   بر اثر تصوير ما به نقطه هاي بي NوMچون نقطه هاي  . بعکس ، فرض مي کنيم که تساوي اخير برقرار باشد           

/1بدل مي شوند، داريم    =′′′′ MBMA 1 و/ =′′′′ NCNB        1 از آنجا نتيجـه مـي شـود/ −=′′′′ PAPC      يعنـي نقطـه ، 

P CAوسط  ′ CBNAاما در اين حال خط هاي    . است  ′′ ABMC و′′′′ PB و′′′′  شکل ←(متلاقي اند ′O در يک نقطه ′′

  . يا متقارب اند يا موازي BP وCMوANبنابراين خط هاي  ) . ۴۷

  

 از يـک چهارضـلعي      BCوCD   ، ADوAB نقطه هاي برخورد ضلع هاي مقابـل       F و E نشان دهيد که هرگاه    .۱۶

  باشند ، آنگاه) دلخواه(
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  که) ۴۹ شکل ←( بايد نشان دهيم .حل
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AF
DF

DE
CE

CF
BF

BE
AE  

 در نظر گرفت کـه چهـار   بالا در #)(ملاحظه مي کنيم که عبارت سمت چپ را مي توان به عنوان حالت خاص عبارت        

nAAAضلعيn نقش   ABCDضلعي نقـش نقطـه   ) به همان ترتيـب    ( F و E و F و E را بازي مي کند و نقطه هاي       21...

12هاي ,,..., MMMn از اينجا نتيجه مي شود که عبارت . ۴۷ را در شکل  

)/)(/)(/)(/( AFDFDECECFBFBEAE  

خط خـاص آن  EFالف، که ۴۸ ي شکل πملاحظه مي کنيم که تصويري از صفحه. بر اثر تصوير مرکزي پايا مي ماند     

Eچون.  ب بدل مي کند ۴۹ الف را به شکل ۴۹ل باشد ، شک F و′    نقطه هايي در بينهايت اند، پس ′
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  .اين تساوي قضيه ما را ثابت مي کند

 Mچ سه تايي از آنها هم خط نباشند چنان باشند که هيπ چهار نقطه در يک صفحهDوCوBو A گيريم .۱قضيه 

π چهار نقطه در صفحه    Q و PوNو   πوπ.  چنانکه هيچ سه تايي از آنها هم خط نباشند         ′  را مي توان طوري قرار داد که ′

π بهπاز) ياموازي  (يک تصوير مرکزي     DCBA را به چهار ضلعيABCD وجود داشته باشد که چهار ضلعي′  که مشابه ′′′′

  . است، بدل کندMNPQبا 

 ،  BCAD ذوزنقـه هـستند ،     MNPQ و ABCDنخست اين قضيه را در حالت خاصي که چهار ضـلعي هـاي            ما    

NPMQ    در صفحه . ثابت مي کنيمπ DCBA يک ذوزنقه    ′ DAAD چنان وارد مي کنيم کـه  MNPQمتشابه با ′′′′ ′′= . 

DA و AD را در فضا طوري حرکت مي دهيم که پاره خط هاي      πسپس صفحه  يـرون   بC وBبر هم منطبق شوند و نقاط′′

πصفحه C را به  C و ′B را به  Bحال ) . ۵۰شکل  (  بمانند   ′ BBخطـوط .  وصـل مـي کنـيم        ′ CC و ′  هـم صـفحه انـد ،       ′

CBAD و ADBCزيرا CB وBC ايجاب مي کنند که    ′′ نقطـه برخـورد   Oاگـر  .  موازي و در نتيجه هم صفحه باشـند  ′′

BBخطوط   CC و ′ DCBA را به چهار ضـلعي ABCD چهار ضلعيOکز باشد ، تصوير مرکزي به مر ′  بـدل مـي کنـد؛    ′′′′

CCBBاگر DCBA را بـه  ABCD ، آنگاه تصوير موازي در امتدادي که به وسيله اين خطوط مشخص مي شود         ′′  بـدل ′′′′

  .کند مي

  .ملاحظه کرديم بدل کنيم حال نشان مي دهيم که حالت کلي را مي توانيم به حالت خاصي که هم اکنون 
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  ۵۰شکل

  

π وπ دو چهار ضلعي درMNPQ وABCDپس فرض مي کنيم  فرض مي کنيم که يک تصوير  ) . ۵۱شکل (  باشند ′

π بهπاز) يا موازي ( مرکزي  DCBAرا به چهار ضلعيABCD چهار ضلعي′   .، بدل کندMNPQ  ، متشابه با ′′′′

  

  

  



  

  ۵۱شکل

  

براي اين امـر ، فـرض مـي کنـيم     .  را مشخص ميکنند πخط خاص صفحه  MNPQ و ABCDنشان خواهيم داد که   

EوE CD،BAوAB نقــاط برخــورد اضــلاعRو′ DCو′′ ′′، MNو PQاز چهــار ضــلعي هــاي ABCDو DCBA ′′′′ 

E نقطهEاز تصوير مرکزي ، نگاره نقطه) الف(به موجب ويژگي  .  باشند   MNPQو BAنهايـت  نقطـه بي ′1Xاگـر .  است ′ ′′ 

   است به طوري کهABاز1Xاز تصوير مرکزي ، اين نقطه نگاره يک نقطه) ج(باشد، آنگاه به موجب ويژگي 

NR
MR

EB
EA

XBXA
EBEA

BXAX
BEAE

=
′′
′′

=
′′′′
′′′′

=
/
/

/
/

111
  

/1زيرا(  11 =′′′′ XBXA . (     11از اين روابط مي توانيم نسبت / BXAX   تعيـين ، و لـذا   !) از لحاظ اندازه وعلامت   (  را

1X هم چنين رابطه . را پيدا کنيم  

QR
PR

ED
EC

DXCX
DECE

=
′′
′′

=
22 /

/  

2Xنهايترا معين مي کند که بر نقطه بي       DC از   2Xنقطه CDاز′  ، و   π خط خاص  21XXخط.  نگاشته مي شود     ′′

 پيـدا   MNPQ و ABCD توان از روي چهار ضلعي هاي مفروض       را مي 2X و   1Xبايد توجه کنيم که   . خط مورد نظر ماست     

21YYيک برهان مشابه به ما امکان مي دهد خط خاص           . کرد   πدر′′  از ′2Y و′1Yنقطـه هـاي  ). ۵۱شـکل  ←(  را معين کنيم    ′



  .روابط زير مشخص مي شوند
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 L و Kبـه ترتيـب  CD رسم مي کنيم و نقاط برخـورد آنهـا را بـا           21XXخطوطي موازي خط  BوAحال از نقاط  

تعبير آن ايـن  .  به خطوط موازي بدل مي شوند BL و AKاز تصوير مرکزي ، خطوط موازي     ) ب(به موجب ويژگي    . ناميم   مي

KLBA را به ذوزنقه   ABLKاست که تصوير مرکزي ما ذوزنقه      ′′′′)( 21YYLBKA حال مي تـوانيم از     .  بدل مي کند     ′′′′′′

KLBA که با MNTSو ذوزنقهABLK براي يافتن ذوزنقه  MNPQ و ABCDچهار ضلعي هاي   متشابه باشد اسـتفاده  ′′′′

  چنان پيدا کنيم که PQوMN رابر خطوط2Z و1Zدر اينجا بايد نقاط. کنيم 
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  . را موازي با هم رسم کنيمMSوNT و21ZZو بعد سه خط

 را به ABLKاست که ذوزنقه) يا موازي( که در بالا اثبات شد ، مجوز وجود يک تصوير مرکزي       ۱حالت خاص قضيه       

KLBAذوزنقه    ، را   ABCDن قضيه ، بايـد نـشان دهـيم کـه ايـن تـصوير              براي اثبات اي  .  بدل کند  MNTSمتشابه با ′′′′

DCBAبه Cرا به نقطه هايDوC يعني ، نقطه هاي′′′′   . ، بدل مي کند ′D و′

زيـرا خـط خـاص    .  است که در بالا پيدا کـرديم   21XX نسبت به تصوير ما خط     πصلاحظه مي کنيم که خط خا       م

E، بـه KL و AB ، نقطـه برخـورد  Eزيرا(  مي گذرد 1Xازو) ي تصوير مرکزي    ) ب(ويژگي  ( موازي است   BLوAKبا ′ ، 

BAنقطه برخورد LK و′′   که در رابطه 1X ، و نقطه ′′

EBEABXAXBEAE ′′′′= /)/)(/( 11  

πو به همين طريق نشان مي دهـيم کـه خـط خـاص             ) . ت ، نگاشته مي شود      نهايصدق مي کند به يک نقطه در بي        ′ 



21YYخط E به ترتيب بر     KLنهايتو نقطه بي   2X و Eچون.  است   ′′ LK از ′2Yنهايت و نقطه  و يک نقطه در بي      ′  نگاشـته  ′′

LK از خطC نقطهCتصوير مرکزي نتيجه مي گيريم که نگاره نقطه) ج(شده اند ، به موجب ويژگي     است به طوري که ′′
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  بنابراين 
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22 .
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EXYEYC ′′=′  

C بـر  Cمي ماند نـشان مـي دهـيم کـه           را  ۴۶ در شـکل  CDGF منطبـق اسـت ، بـراي ايـن منظـور ذوزنقـه          ′

12با( XXDGCF (         به وسـيله تـصوير مرکـزي)     يـک تـشابه ، بـه ذوزنقـه    و بـه دنبـال آن      ) يـا مـوازيFGDC ′′′′  

12YYGDFCبا(  را به   Eاين نگاشت . به موجب قضيه اي که در بالا ثابت کرديم اين امر ممکن است              . بدل مي کنيم     ) ′′′′′′

E 2Xنهايت   را به نقطه بي    CD از 2X، نقطه ′ DCاز′ زيرا بنـابر   [ بدل مي کند       ′2Yرا به نقطه  CDاز2Yنهايت ، و نقطه بي    ′′

EDECDXCXDECDاريم  د′2Y و2Xتعريف نقاط ′′′′= /)/)(/( 22  و22 //()/(/[ YDYCEDECDECE ′′′′′′′′=  

  :از تصوير مرکزي داريم ) ج(بنابراين به موجب ويژگي 
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C برCاز اينجا نتيجه مي شود که  يـا  ( ن طريق ثابت مي کنيم که ايـن تـصوير مرکـزي    عيناً به همي.  منطبق است ′

KLBA را به ABLKکه) موازي   حال مـي بينـيم کـه تـصوير مـا چهـار ضـلعي        .  مي نگارد ′D را بهDبدل مي کند،′′′′

ABCDرا به چهار ضلعيDCBA   . بدل کرده است ، همان گونه که ادعا کرده بوديم ′′′′



C و ′B و ′A يا D و C و B و Aوقتي بعضي از نقطه هاي      را بـه آسـاني      ۱ در بينهايت باشند برهـان قـضيه         ′Dو′

  .توان اصلاح کرد مي

  

4321 در چهارضلعي    .۱۷ AAAA   فرض مي کنيمNونقطه برخورد قطرها ،Pو Qلاع روبـه رو   نقطه هاي برخورد اض

گيـريم اضـلاع چهـار ضـلعي     .  باشـند  NQوNP نقطه هاي برخورد اضلاع چهار ضلعي با خط هاي      4Bو3B و 2B و 1Bو

4321 AAAA4321ع چهار ضلعي  اضلا BBBB      1 محاط در خـود، را در نقـاطM2 وM3 وM4 وM5 وM6 وM7 وM 

  : ثابت کنيد که .  ببرند ۵۲ ، نظير، شکل 8Mو

  . مي گذرندN از84MM و73MM و62MM و51MMخط هاي .الف

   .Q از54MMو81MM مي گذرند و خطوطP از76MM و32MMخط هاي  .ب 

42 بـا قطـر    PQ از نقطـه برخـورد     65MMو74MM و 83MMو21MMخط هاي     .ج  AA     مـي گذرنـد 

   .31AA و قطرPQ از نقطه برخورد87MM و61MM و52MM و43MMو

  :خط هاي هر يک از چهار تايي هاي   .د 

12548642؛  ,,, MBMBMMMM               ;82447531 ,,, MBMBMMMM          

33718264؛  ,,, MBMBMMMM              23617153 ؛ ,,, MBMBMMMM  

  . واقع اند PQدر يک نقطه يکديگر را مي برند و اين چهار نقطه حاصل بر خط 

  



  

  ۵۲شکل

  

4321چهار ضلعي  .حل AAAA    1 را بر يک مربع 2 3 4A A A A′ ′ ′  بـه  Q وPبر اثر اين تصوير نقطه هاي.  تصوير مي کنيم   ′

 1B، 2Bنقطه هـاي  .  به ميان خط هاي آنQNوPNنهايت امتدادهاي اضلاع مربع بدل مي شوند و خط هاي         نقطه هاي بي  

،3B،4B  ــاي ــط ه ــه وس ــاي  ′4B،و′1B′،2B′،3B ب ــه ه ــع و نقط ــلاع مرب ــاي  1M،2M ، ... ،8M از اض ــه ه ــه نقط ب

1M ′،2M ′،...،8M   :احکام قضيه مورد بحث ما از ملاحظات نسبتاً بديهي زير ناشي مي شوند . بدل مي شوند ) ۵۳شکل (′

1Mنقطه هاي  .الف 5M و ′ ′ ، 2M 6M و ′ ′  ،3M 7Mو′ ′،4M 8Mو′ N نسبت به  ′ و . ، مرکز مربع ، قرينه هـستند         ′

51MMدر نتيجه خط هاي 62MM و′′ 73MM و′′ 84MM و′′ N در′′   .يکديگر را مي برند ′

32MMخط هاي  .ب  76MM و′′ 32 با′′ AA 81MM موازي اند ؛ و خط هاي′′ 54MM و′′ 21AA با′′ ′′.   

4  .ج  7 3 8 1 2, ,M M M M M M′ ′ ′ ′ ′ 65MM و ′ 42 با قطر  ′′ AA 43MM مربع، و خط هـاي     ′′ 52MM و ′′ 61MM و ′′ ′′ 

87MMو 31AA با قطر′′   .ي مربع موازي اند ′′

1  .د  3 5 7 4 4 2 8M M M M B M B M′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ 2؛ ′ 4 6 8 4 5 2 1M M M M B M B M′ ′ ′ ′ ′ ′ ′   ؛′



 3 5 1 7 1 6 3 2M M M M B M B M′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ 4؛′ 6 2 8 1 7 3 3M M M M B M B M′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′  

  

  

  ۵۳شکل

  

 از  1P تـصوير  2Pگيـريم ). ۵۴شـکل   ( باشـد    ABCDاز چهار ضـلعي   AB نقطه اي بر ضلع    1Pفرض مي کنيم  . ۱۸

 از 4Pتصوير5P ، و DA بر خطB از مرکز3PتصويرCD ، 4P بر خطA از مرکز2P تصوير3P باشد،BC بر خطDمرکز

  : ثابت کنيد که . ، و قس عليهذاABبر خط Cمرکز 

 منطبق  1P به دست آمده بر نقطه مفروض      ABبر ضلع ) ي  که پس از سه بار دور زدن چهار ضلع         ( 13Pنقطه .الف

  ) . ، و قس عليهذا3Pبر15P و2P بر نقطه14Pو در نتيجه( است 

  . و غيره از نقطه برخورد قطرهاي چهار ضلعي مي گذرند 93PP و82PPو71PPخطوط   .ب 

87و21PPنقاط برخورد خطوط      .ج  PP ، 32PP 98 وPP ، 43PP 109 وPP        و غيره ، بر خط واصـل بـين نقـاط ، 

 . برخورد اضلاع مقابل چهار ضلعي واقع اند 

  



  

  ۵۴شکل

  

DCBA رابر يک مربع     ABCDچهار ضلعي  .حل به نقطه ...  و   3P و 2P و 1Pتصوير ، و فرض مي کنيم نقطه هاي       ′′′′

1Pهاي  2Pو′ 3Pو′    ) .۵۵شکل ( بدل شوند ... و ′

  اين نقطه ها بر اضلاع مربع نسبت هايي پديد مي آورند که با 
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1PDAاز تشابه مثلث هاي   . خاطر نشان مي کنيم که اين اعداد مي توانند مثبت يا منفي باشند              . نشان مي دهيم      و  ′′′

12PPB   نتيجه مي شود ) ۵۵شکل (′′′
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  ۵۵شکل
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1Pبه آساني مي توان تحقيق کرد که هرگاه نقطه         BA بر امتداد    ′  قرار گيـرد ،     ′B يا سمت راست   ′Aدر سمت چپ  ′′
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  :حال احکام قضيه ما بلافاصله نتيجه مي شود 

131 .الف λλ 13P ايجاب مي کند که نقطه     = 1P بر نقطه    ′ از ماهيت يک به يک بودن يک تـصوير         . منطبق باشد   ′

  . منطبق است 1P بر13Pمرکزي نتيجه مي شود که

71  .ب  λλ 82 و   = λλ 93و= λλ 1Pو غيره ايجاب مي کنند کـه      = 7P و ′ ′ ، 2P 8P و′ ′، 3P 9P و′  ، نـسبت بـه   ′

71PPع متقارن باشند ، يعني خط هاي        مرب ′Oمرکز 82PPو′′ 93PP و′′ در نتيجه .  متقاطع باشند′Oو غيره در′′

 و غيره ، از نقطه تلاقي قطرهاي چهار 71PP، 82PP، 93PP، به موجب ويژگي هاي تصوير مرکزي ، خطهاي   

  . مي گذرند ABCDضلعي

21PPخط هاي   .ج  87 و ′′ PP ′′،32PP ′′ ، 98PP ′′ ، 43PP 109PP و ′′  ، مرکز مربع ، قرينه هـستند  ′O ، غيره نسبت به′′

به موجب ويژگي هاي يک تصوير مرکزي ، نتيجه مي شود کـه خـط   . و بنابراين موازي اند ) در بالا ) ب (←(

 ، محـل  1SوS ، دو به دو بر خط واصل بين نقطه هاي109PP و98PP،43PPو87PP ، 32PP و 21PPهاي

نهايـت بـدل شـده      خط بي به  1SSبر اثر تصوير بالا خط      (  ، بگذرند    ABCDتلاقي اضلاع مقابل چهارضلعي   

 .) است

 

۱۹. O    نقطه اي است در صفحهABC∆  1 ، وA 1 وB  1 وCنقاط برخورد خط هايAO و BOوCO با اضلاع رو به رو 

 و از 11BA و11ACو11CB را به ضلع هاي 2C و2B و2Aنقطه هاي) . ۵۶شکل (ي مثلث هستند   CوBوAبه راس هاي    

111 CBA∆ ثابت کنيد که. در نظر مي گيريم:  

نيـز متقـارب انـد    2CCو2BBو  2AA و متقارب باشند ، خط هـاي         21CC و 21BB و 21AAاگر سه خط   .الف



  ) . الف۵۶شکل (

 اضـلاع  بـا 2CCو 2BB و 2AA هم خط باشند ، نقطه هاي برخورد خط هـاي 2Cو2Bو2Aاگر نقطه هاي   .ب 

  ). ب ۵۶شکل ( نيز هم خط اند ∆ABCمقابل 

  

  

  )الف(۵۶شکل
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OCBA بر يک چهار ضلعي    ABCO از يک تصوير مرکزي براي نگاشت چهار ضلعي        .حل  استفاده مي کنـيم بـه       ′′′′

CBA ميانه هاي مثلث     نقطه تلاقي ′Oطوري که    111بر اثر اين تصوير اضلاع    .. باشد′′′ CBA CBA با اضـلاع   ∆′′′ شـکل   (∆′′′

2AAاگر نقاط تقاطع خط هاي    . موازي مي شوند    ) ۵۷ 2BB و ′′ 2CC و ′′ CBAمقابـل  را با اضـلاع      ′′ 3C و′3B و′3A بـه  ∆′′′ ′ 

نشان دهيم ، برهاني که ما در اينجا براي اين قضيه مي آوريم براي حالتي است که قسمتي از صفحه، که در تعريـف تبـديل           

  ).مثل صفحه اي از يک دفتر يادداشت ( دب باشد تصويري به آن اشاره شده بود، يک چهار ضلعي مح
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  ۵۷شکل

  

DCBAرا به چهار ضلعيABCDلذا فرض مي کنيم يک تبديل تصويري ، چهار ضلعي            . بـدل کنـد   ) ۵۸شکل  (′′′′

را ABCDبه ، مـي تـوان   صـفحه بـه خـودش و سـپس بـا يـک تـشا       ) يا موازي ( ، بر اثر يک تصوير مرکزي    ۱بنابر قضيه   

DCBAبه DCBA را بـه ABCDبنابراين هرگاه بتوانيم نشان دهيم که اين تبـديل تـصويري کـه    .  بدل کرد    ′′′′  بـدل  ′′′′

  .کند ، منحصر به فرد است ، قضيه ثابت خواهد شد مي

  



  

  

  ۵۸شکل

  

π بر صفحه ديگر   πگاشت هايي از يک صفحه    تاکنون فقط ن    را πحال تبديلي را کـه .  را مورد مطالعه قرار داده ايم ′

طريـق دلخـواهي حرکـت    را در فـضا بـه   πصفحه  : بر خودش بدل کند در نظر مي گيريم که به شرح زير تعريف مي شود                

بـر خـودش   πاين تبديل را تصوير مرکـزي صـفحه  . تصوير مي کنيم Oدهيم ، و سپس آن را بر وضع اوليه اش از مرکز     مي

يـد صـفحه   تصوير مرکزي يک صفحه بر خودش يک تشابه است اگر ، وضع جد. يک مورد اين تبديل تشابه است   . ناميم   مي

  .درست پيش از تصوير با وضعيت اصليش موازي باشد 

به استثناي بر خودش ، خط را به خط بدل کند πويژگي هاي تصوير مرکزي ايجاب مي کند که تصوير مرکزي صفحه      

که شامل خط خاص نباشد به يک خـط بـدل      πهر خط از يک قسمت صفحه     . نهايت بدل مي شود     خط خاص ، که به خط بي      



  .شود مي

هـر تبـديل   . تبديلي از صفحه که خط هاي مار بر قسمت معيني از صفحه را به خط بدل کند ، تبديل تصويري نامنـد    

آفين يک تبديل تصويري است ، ولي عکس ان درست نيست ؛ مثلا تصوير مرکـزي صـفحه بـر روي خـودش يـک تبـديل         

  .لت کلي ، آفين نيست تصويري است ، ولي در حا

  .قضيه بنيادي زير ماهيت تبديل تصويري صفحه را روشن مي سازد 

صفحه بر خودش و به دنبـال آن يـک   ) يا موازي (  هر تبديل تصويري صفحه مي تواند با يک تصوير مرکزي        .۲قضيه  

  .تشابه تحقق يابد

F،EوEگيريم  . مافقط برهان مورد نياز خود را طرح ريزي مي کنيم            Fو  ′  ABنقاط برخورد امتـدادهاي اضـلاع     ′

BC ، BA و CD ، ADو DC و ′′ ′′ ، DA CB و ′′ DCBA و ABCD از چهار ضلعي هـاي     ′′  ـ(  باشـند    ′′′′ ي از نقـاط    برخ

BA به ABچون. رها باشند    نقاط برخورد قط   ′G و Gو فرض مي کنيم   ) نهايت باشند   برخورد ممکن است در بي      به CD و′′

DC EبهEبدل مي شود ، در نتيجه      ′′ F بهFهم چنين.  بدل خواهد شد ′ بـه  FGوEGبنـابراين خطـوط  . ′GبهG و ′

GEخطوط GF و′′   . بدل مي شوند ′′

ينها بر اثر تبـديل   را به چهار ضلعي کوچکتر تقسيم مي کنند ، هر يک از ا   ABCD چهار ضلعي  FG و   EGخطوط  

 و FوEاز وصل کردن نقاط برخورد اقطار چهار ضلعي هاي کوچکتر بـه             . تصويري ما به چهار ضلعي معلومي بدل مي شود          

DCBA را در به دست مي آوريم که نگاره هاي آنهـا      ABCDادامه اين روش ، يک شبکه از خطوط در          بـر اثـر تبـديل    ′′′′

به آساني ديده مي شود که هر تصوير . ( اين شبکه را مي توان به دلخواه چگال کرد  ) . ۵۸ شکل ←(مذکور در دست داريم 

، شبکه ما را به به يک تصوير از متـوازي الاضـلاع   نهايت بدل کند  را به خط بيEFمرکزي از صفحه شکل ما بر خودش ، که     

  . ) رسم شده بدل مي کند۵۹هايي که در شکل 
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