
   .مي کندره بدل يره را به دايک داي که ير مرکزيتصو

  .ير گنجنگاشتيتصو

گـر  ي از صفحه شکل بر صفحه دير مناسبيم که راه حل انها بر اثر تصوي مساله اشاره کرد  يش به تعداد  يدر بخش پ  

 مـورد   ياشـکال  خـواص    يدر هندسه مقدمات  . م  يريقه را در نظر بگ    ين طر يد محدوده ا  ي است که با   يهيبد. ساده شده بود    

 ـ مي کنـد   خطوط را حفظ     ير مرکز يتصو. درست شده اند    ريرد که از خطوط و دوا     يگ يمطالعه قرار م    ـ   ي ول  ي درحالـت کل

 ي بـه رده نـسبتا کـوچک   يرمرکزيردکه کاربردتـصو دآوين احساس را پدين مطلب ممکن است ا يا. کند   يرراحفظ نم يدوا

 ـ  ي،در واقع در ا   ست  ياحساس درست ن  ن  يا.شودي  محدودم ستند،ير ن يازمسائل،که شامل دوا   م نـشان  ي خـواه ين بخش م

 ـه ز ين منظور دو قـض    يبد. ز به کار روند     ير ن ي حل مسائل متضمن دوا    ي توانند برا  ي چگونه م  ير مرکز يم که تصاو  يده ر را ي

  . م يکنيثابت م

 بر  π از ير مرکز يک تصو ين صورت   يدر ا .  باشد   S در داخل  ي نقطه ا  Qوπ در صفحه  يره ا ي دا Sميري گ .۱ه  يقض

πک صفحهي π در′Sرهيک داي را به S چنان موجود است که′    .′S مرکز′Q را بهQکند و يبدل م ′

π در يخطl و   π در صفحه  يره ا ي دا Sميريگ .′1هيقض  ـمتقـاطع ن   Sبـا  باشد که    ′  ـدر ا . ستي  ـن صـورت    ي ک ي

πک صفحه مناسب  ي برπاز يرمرکزيتصو  ـرا به   lکند و    ي بدل م  ′Sرهيک دا يرا به   S موجود است چنان که    ′ ک خـط   ي

πتيهان يب ′.   



 که به شخص    ينشي ب يست ول ين راه ن  يساده تر   ما يتخابنراه ا .  وجود دارد    ي مختلف يه راهها ين قض ي اثبات ا  يبرا  

 ـر  ک کره ب  ي يگنجنگاشتريلعه تصور ن راه براساس مطا   يا ١ . را دارد  ياف دهد ارزش تلاش اض    يم ک صـفحه استوارشـده     ي

  . است

πبرصفحهσک کره   ي ياشترگنجنگيمنظورازتصو   πاست بر σ،تصوير مرکزي Aک نقطهيدر σ مماس بر ،′ که ′

O        مرکز تصوير ، سر ديگر قطري ازσ    است که بهA    لذا نگاره يک نقطه . وصل مي شودMازσ)0( ≠M بر اثر تصوير

Mگنجنگاشتي ، نقطه     πاست با صفحه    OMمحل برخورد   ′ اين تصوير گنجنگاشـتي   ي کره ، بر اثر    Oنقطه  ) . ۱شکل  (′

πبر هيچ نقطه صفحه    .تصوير نمي شود ′
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                                                                                                        ر آورده شده استي کتاب ز۲۵ در فصل يگريبرهان د  1

Rademacher and Toeplitz The Enjoyment of Matbematics (Princeton Uni . Press 1957 ). 

  .د ير مراجعه کنيز به کتاب زيو ن

H . Steinhaus, Matbemalical  Snapshots, secend edition, Oxford, London, 1950  



  .مهمترين ويژگي تصوير گنجنگاشتي در قضيه زير بيان شده است   

πک خط در صفحه يا يره يک دايرا به σره واقع بر کره ي ، هر داير گنجنگاشتي تصو .۲قضيه    ـ′  کنـد ، و  يبدل م

πره صفحه يک دايا يک خط يشنگاشت يبالعکس ، پ   .σ است واقع بر يره ايدا′

 ـرا به Oمار بر σواقع بر کره Sره يک داي ،  ير گنجنگاشت ي روشن است که تصو    .برهان   در صـفحه  ′Sک خـط  ي

π πک خط در    يشنگاشت  يبالعکس ، پ  .  کند   يبدل م ) ۲شکل  (′ مار σ است واقع بر يره ا ي دا ير گنجنگاشت يبر اثر تصو  ′

 ـ S. نگذرد Oباشد که از σ بر يره ايداSم ي کنيحال فرض م. Oبر   بـا مخـروط   σ يممکن است به عنوان خـم تماس

Pنيم   ک فرض مي . انگاشته شود   )  ب   ۳شکل  ( Λ يطيا با استوانه مح   ي،  )  الف   ۳شکل  (K يطيمح πمحل برخورد   ′ بـا  ′

نشان خواهيم داد که تـصوير  .  ،باشد Λموازي با مولدي از استوانهO،يا خط مار بر Kي مخروط  Pو راس   Oخط مار بر    

Pبه مرکز ′Sرا به يک دايره Sگنجنگاشتي ،  πدر صفحه ′   .بدل مي کند ′
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Mباشد و   Sنقطه اي بر    Mگيريم   πتصوير آن بر صفحه     ′ MPبايد نشان دهيم که فاصله   . ′ مستقل از انتخاب ′′

Mاين ، هم ارز است با اينکه نشان دهيم مکان ( است  Sره   بر داي  Mنقطه   Pبه مرکـز  ′Sيک دايره ′  اابتـد ) . اسـت  ′



 Pازنقـاط  را2πو1πصـفحات  ). الـف ۳شکل ( باشد σره ک باK مخروطيره تماسي داSم کهيري گي محالتي را در نظر 

πبه موازاتOو   .م يدهينشان مQ به 2πرا با PM ونقطه برخوردNبه 1πبا  راOMقطه برخوردم ونيکن يرسم م′

MP يها خط.ميکن ي وصل م  O رابه Qسپس  OPM صـفحه  يمـشترکها  رافصليند،زيزمواباهم  QOوPNو′′

π يفحات مواز صبا MQOMPNشود که  يجه م ينجانتيازا.هستند   2πو1πو′ ∆∆ MPOOPN و ~ ′′∆∆ زتشابه ا . ~

QMQOPMPNشود يجه م يدومثلث اول نت   // در QO( هـستد  σ بـر Q مرسـوم از يمماسهاQM و QOچون.=

QMQO،و)است σيطي مولد مخروط محQM قرار داردو σمماس بر 2πصفحه   PNPMولـذا ، =  ـا.=  ين تـساو ي

 ثابـت  S بـر Mع نقـاط  ي جم ي به ازا  PMطول( است   S بر M مستقل ازانتخاب  PMدهد که طول پاره خط     ينشان م 

ــت ــ).اس ــث د يوانگه ــشابه دومثل ــر اي ت ــاب مـ ـيگ ــته باشـ ـ يج ــه داش ــد ک OPPOPNMPم  ي کن // ′=′′ .

)/()/(لذا OPPOPMOPPOPNMP MPن است که  ي ا ين تساو ي ا يمعن.′′=′=′  Mتخابنا  در واقع مستقل از    ′′

  .م يم ثابت کنيست خوايه ما مک است يزين همان چياست ،و ا

 ـيرسـم م    ازاسـتوانه را   M،مولد مار بـر   )ب۳شکل  ( باشد   σ وکره Λ استوانه يره مماس يداSاگر   م ومحـل   يکن

π را باصفحات  آنبرخورد POMRچون .  نشان مي دهيم    R و Qبه)م  يلاوارد کرد اکه درب (2π و ′ ′،Rبر پاره خطPM ′′ 

MQOMMRومانند قسمت قبل نتيجـه مـي گيـريم کـه          .کنيم    وصل مي  Oرا به Q.اهد شد   وواقع خ  ∆′∆  وازايـن . ~

MRMR يمشابهت به تساو   QOQMرايز( .م  ي رس يم=′ امـا از تـشابه     .)  هـستند    σ بر Q مرسوم از  ي مماس ها  =

MPOيمثلث ها  MMRو  ′′ OPMPم  يري گ يجه م ي نت ′ MPن حالت هم طول   ين است که در ا    ي آن ا  ي، که معن  ′′=′ ′′ 

  . نداردي بستگSبرM به انتخاب نقطه

  



  

  )الف(۳شکل

  

  

  )ب(۳شکل

  

P دلخواه به مرکـز    يره ا ي دا ′Sميريبه عکس ، گ     π در صـفحه  ′ M و،′  σ ازي ، نقطـه ا M، و ′S ازي نقطـه ا ′

M شنگاشتيپ POنقطه برخورد خط  Pم  ي کن يفرض م .  باشد   ير گنجنگاشت ي ، بر اثر تصو    ′  ، ممـاس بـر      α با صـفحه   ′

σدرM    ـ ) .  موجود باشد    ين نقطه ا  ي که چن  يبه شرط (  ، باشد   ـ     تمانند حال  ـ يقبـل ثابـت م  مـستقل از    Pم کـه  ي کن

Mانتخاب  ـيا داياست ، که Sرهي داMم که مکان نقطهي کنيثابت م.  است  ′S بر ′  يK بـا مخـروط   σ کـره يره تماس

 بـه  σ بـر ي حاصل از مماس هايΛ استوانه يره مماسيا دا ي است ، و     Pن کره از نقطه   ي مرسوم بر ا   يحاصل از مماس ها   

POموازات ′.   



  .م ي را ثابت کن′1 و1يادي بن بلافاصله مي توانيم قضيه هاي۲ضيه با استفاده از ق

 ، Sرا بـر σکره دلخواه   .  باشد   S نامتقاطع با  π در ي خط l و πفحهک ص ي در   يره ا ي دا Sميريگ.′1هيبرهان قض  

πم  ي کن يحال فرض م  . م  ي کن يرا رسم م  Oک نقطه   يدر  σر   و مماس ب   lمار بر αوصفحه    وممـاس   αي مواز يصفحه ا ′

π بر Oازπير مرکز يتصو) . ۴لشک( باشد   ،O، متقاطر A در نقطه    σبر  ـک داي را به S )۲ه يبه موجب قض   ( ′  از ′Sرهي

πصفحه πتينهاي را به خط بl) است که يهيبد( ، و ′   .  کند ي بدل م′

 دو وتـر مرسـوم     BD و ACمي کن يفرض م .  در داخل آن باشد      ي نقطه ا  Qره و يک دا ي Sميري گ .۱ه  يبرهان قض  

 E را بـه ين چهـار ضـلع  ي اضلاع مقابل اينقاط تلاق. م يري گيرا در نظر م ) ۵شکل  ( ABCDيهار ضلع  باشند و چ   Qاز

  .م ي دهي نشان مFو

  

  

  ۴شکل

  



  

  ۵شکل

  

 ک بـار بـر کمـان     ي) ۳(ا  ي ،    CDدو بار بر کمان     ) ۲(ا  ي ،   ABدوبار بر کمان  ) ۱(ا   ر Sاي ،   Eهمه خطوط مرسوم از   

AD  يک بار بر کمان   وBC  ۴(ا  ي ، مي برند (با ينقطه مشترک S هاي مـار بـر    هم چنين همه خط.ندارند F  يـا،S را)۱ (

طـه  نق) ۴(، مي برند يـا  CDو يک بار بر کمانABيک بار بر کمان   ) ۳(، يا   BCدوبار بر کمان    ) ۲(، يا   ADدوبار بر کمان  

 متعلـق  Eگر نسبت بهي از سه دسته ديکيرا اگر به يز. د به دسته چهارم متعلق باشد ي باEF خط.ندارند  Sمشترکي با   

  .د کني را نقض مF از از چهار دسته نسبت بهيکيط بودن در يباشد ، شرا

πک صفحه يحال شکل را بر        πتي نهاي به خط بEF و′Sرهيک داي به  S که يم به طور  ي کن ير م ي تصو ′  بـدل  ′

DCBA الاضلاع يک متوازي ABCDينگاره چهار ضلع. )  ممکن است ′1هيکه بنا به قض   . ( شود  ـي، ′Sمحاط در ′′′′  يعن

 ـ    ′Q اسـت ، پـس نگـاره اش ،         ABCDي نقطـه تقـاطع قطرهـا      Qچون. ل است   يک مستط ي  ياطع قطرهـا  ، نقطـه تق

DCBAليمستط   .خواهد شد ′S مرکز يعني ، ′′′′

 ـ از مسائل متـضمن دوا ياري حل بسي براير مرکز ي دهند که از تصاو    ي به ما امکان م    ′1و1 يه ها يقض ر اسـتفاده  ي

را Sره يک داي که ير مرکزيک تصويت که ين واقعيبه خاطر سپردن ا: ند ي آير ميئل در ز  ن گونه مسا  ي از ا  يتعداد. م  يکن

بدل ′Sمماس بر ز به يرا ن ) ک نقطه مشترک دارد     ي تنها   S که با  ي خط يعني( S کند ، مماس بر      ي بدل م  ′Sرهيک دا يبه  



ن مسائل ي الاصول ، حل اي ، علير مرکزيبدون استفاده از تصو .  شود يد واقع م  ي مف ي کند، در حل مسائل اغلب تا حد       يم

  . دشوار است يليخ

۱.   

 ـد که در هر مثلث خطوط واصل از سه راس به نقاط تماس اضلاع مقابل بـا دا           ي ثابت کن  .الف  ـيره محـاط ي  ، ي داخل

   ) .۶شکل ←( متقارب اند 

 ـ آن بـه ترت  يAB ، BC   ، CA باشند که اضلاع   يره ا ي دا Sک مثلث و  ي ABCميري گ .ب   و N، P وMب دري

Q،RوT 1مي کن يفرض م .  برد   ي مC1وA1وB مرسوم بر  يب نقاط برخورد مماس ها    يبه ترت S  در نقاط M و N   ، P  و 

Q،RوT 1د که خطوطينشان ده. باشندAA1 وBB 1 وCCمتقارب اند.  

  

  

  ۶شکل

  

  .حل

 بـا   S نقطـه هـاي تمـاس دايـره محـاطي داخلـي            F و E و Dگيـريم  ) . ۱براساس قـضيه     (  راه حل اول   . الف



 دومـين  G ، کهBGخط. (  قرار دارد S ، درون دايره CF و BE ، نقطه تلاقي   O) . الف ۷شکل  (  باشند   ∆ABCاضلاع

  .) را مي بردS ازFGوترBEلذا .  را مي برد AC از خطEC است ، پاره خطSبا دايرهCFنقطه برخورد 

πحال صفحه شکل را بر يک صفحه          ، مرکـز  ′O به نقطـه O و′S به يک دايره S که  تصوير مي کنيم به طوري     ′

به آساني ديـده مـي شـود کـه خـط      .  ب بدل شده است ۷ الف به شکل ۷بر اثر اين تصوير شکل     .  ، بدل شود     ′Sدايره

EBهاي FCو′′ CBAهم نيمساز ها و هـم ارتفاعـات       ′′ CBBAاز اينجـا نتيجـه مـي شـود کـه          .  هـستند    ∆′′′ ′′=′′ 

CBACو CBAپس مثلث  . ′′=′′  ـ      ′′′ DAخط ذا مثلثي متساوي الاضلاع اسـت و ل DAتقـارب .  مـي گـذرد   ′Oاز′′ ′′ 

EBو FCو′′   .را ايجاب مي کندCF و BE وAD تقارب′′

  ). ؛ نمادها همان نمادهاي راه حل قبلي هستند′1بر اساس قضيه ( راه حل دوم  

FBFABFAFرا چنان تعيين مي کنيم که 1F نقطه   ABبرامتداد // 11  بيـرون  1CFخـط ) .  الـف ۸شکل ( =−

πهصفحه شکل رابر يک صفح    . رار دارد    ق S و بنابراين بيرون   ABC مثلث  بـه يـک   S تصوير مي کنيم به طـوري کـه   ′

πنهايـت صـفحه   به خط بي  1CF و خط    ′Sدايره  ب بـدل مـي شـود ،         ۸  الـف بـه شـکل      ۸پـس شـکل     .  بـدل شـود    ′

CFDBEAکه Fملاحظه مي کنيم که    . ′′′′′′ BA وسط پاره خط   ′ دليل آن اين است که ، به موجب ويژگـي          . [  است   ′′

  از يک تصوير مرکزي داريم ) ج(
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1Fدر اينجا BAنهايت بر خطي نقطه ب′ FBAFBFAF است چنانکه ′′ ′′′′==′′′′ /1/ 11[  
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  )ب(۸            شکل                                          )             الف(۸شکل

  

FBFAچون CF ، پس نتيجه مي شود که      ′′=′′ ، واضـح اسـت کـه ،       اصل است ؛ و    يک محور تقارن شکل ح     ′′

DAنقطه تلاقي خط هاي      EBو′′ CF بر′′ DAچون .  قرار دارد ′′ EBو′′ FCو′′  متقارب اند ، اين حکم بر خـط هـاي   ′′

ADوBEوCF نيز جاري است .  

 ـون دا در 1BB و 1AA ينقطه تقاطع خـط هـا     O  ملاحظه مي کنيم که    .ب  ـز. قـرار دارد    Sره  ي   1BB و 1AAرا  ي

 تقاطع ي نقطه ها  E و D ، که  AE و ADيچون خط ها  ) .  الف ۹شکل  . ( کنند   ي را قطع م   Sرهي از دا  TR و PQيوترها

1BB  با S ، هستندBCرون پاره خطيرا بPQ1 که شوديجه مي برند ، از آنجا نتي ، و در دو طرف آن مAA وتـر DE را 



πک صفحهي الف را بر ۹حال صفحه شکل .  برد   يم  ـ به S کهيم به طوري کنير مي تصو′  ـک داي  O بـدل شـود و  ′Sرهي

1AAچون.  شود   ي ب بدل م   ۹الف به شکل    ۹لذا شکل    . ′S ، مرکز  ′Oبه 1BB و ′′  ـ ′O از نقطـه   ′′ جـه  ي گذرنـد ، در نت ي م

CBAA ′′⊥′′ CABBو1 ′′⊥′′ 1AAنيبنابرا .1 1BB و   ′′ CBAدو ارتفاع ′′  ـ  ′O خواهند بود ، و    ∆′′′ از .  آنهـا  ي نقطـه تلاق

1CC شود که يجه مينجا نتيا CBAسومن ارتفاع′′   . خواهد شد ∆′′′
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  )ب(۹            شکل                                                  )               الف(۹شکل

  

BA ، بر ضلع   ′S ، مرکز  ′O مرسوم از  يعمودهاروشن است که     CBA از ′′ 1Cد از ي با ∆′′′  يلذا خـط هـا    .  بگذرد   ′

1AA 1BB و ′′ 1CC و ′′  ـ ن1CC و1BB و1AA شود کـه يجه مينجا نتياز ا.  شوند ي متقارب م′O در′′ گر را يکـد ي Oز دري

  .برند  يم

  

نشان ) . ۱۰شکل( مماس هستند    Sرهيک دا ي بر   1Dو1C و   1B و 1Aي در نقطه ها   ABCDي اضلاع چهار ضلع    .۲

  :د که يده



1111 وABCDي هاي چهار ضلعينقاط تقاطع قطرها .الف DCBAبر هم منطبق اند .  

1111ي از نقاط برخورد اضلاع مقابل چهار ضلعABCDي چهار ضلعيامتداد قطرها  .ب  DCBAگذرند ي م .  
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C1D
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S
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  ۱۰شکل

  

πک صفحه ي الف را بر     ۱۱ صفحه شکل    .حل  چهـار  ي، نقطه تلاقO و  ′Sرهي به دا  S که يم به طور  ي کن ير م ي تصو ′

1111 يضلع DCBA   به نقطه ، O′   رهي ، مرکز داS′    ـ ب بـدل  ۱۱ الـف بـه شـکل    ۱۱لذا شکل   .  بدل شوند  کـه  .  شـود  يم

11CADCBA 11DBDACBو′′′′⊥′′ DCBAجه  يدر نت  .′′′′⊥′′  ـ يک دا ي شود که بر     ي م ي الاضلاع يمتواز′′′′ ط يره مح

  . است يک لوزي يعنياست ، 

DCBAي لوز يم که نقطه تقاطع قطرها    ي دان يم .الف ا نقـاط  لـذ .  اش منطبق اسـت  يره محاطي بر مرکز دا   ′′′′

DCBA ي ها ي چهار ضلع  ي قطرها يتلاق 1111و′′′′ DCBA  نقـاط  ين امـر بـرا   ي بر هم منطبق اند ، و هم       ′′′′

1111 و ABCD ي هاي چهار ضلعي قطرهايتلاق DCBAز صادق استين.  

CACDBA تقارن روشن است که    يژگيبا توجه به و     .ب  ′′′′′′ DBDACB و 1111 ′′′′′′  ـ با ACنيبنابرا .1111 د ي



  .QازBD بگذرد و Pاز
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  )ب(۱۱           شکل                                      )     الف(۱۱شکل

  

 ، وقطرهـا در  Q وPي رو بـه رو در نقطـه هـا   يمحاط است و ضلع هـا Sره يک داي در   ABCDي چهار ضلع   .۳

  :د که يثابت کن.  کنند يگر را قطع ميکدي Oنقطه

 ـ O و QوPاز نقاط   ) ا امتدادشان   ي(  وجود دارند که اضلاع آنها       Sت مثلث محاط در   ينهايب .الف  گذرنـد   ي م

 ضلع سـوم   بگذرند ، الزاماOً وQ وPک مثلث محاط از دو تا از نقاطيم ، اگر دو ضلع از     ييق تر بگو  يدق(

  ). از نقطه سوم خواهد گذشت

 منطبـق انـد    Q و Pنهـا بـر    اضلاع مقابل آ   ي وجود دارند که نقاط تلاق     S محاط در  يت چهار ضلع  ينهايب  .ب 

 ببرند و ضلع سـوم از  Pگر را دريکدي Sمحاط در يک چهار ضلعيل م ، اگر دو ضلع مقاب   ييق تر بگو  يدق(

Q    ز از يقابل به آ ن ن    بگذرد ، آنگاه ضلع مQ    ن نوع چهـار    ي همه ا  ي قطرها ي، و نقاط تلاق   ) خواهد گذشت

  .منطبق اند O ها بر يضلع



 از نقاط يکي منطبق اند ،    O آنها بر  ي وجود دارند که نقاط تقاطع قطرها      S محاط در  يت چهار ضلع  ينهايب  .ج 

 محاط يک چهار ضلعي ي قطرهايم ، اگر نقطه تلاقييق تر بگويدق.( منطبق است P اضلاع مقابل بر يتلاق

، و )  خواهد گذشت P بگذرد ، آنگاه ضلع مقابل به آن هم ازPک ضلع آن ازي منطبق باشد و O برSدر

  . منطبق استQبر )  هاين گونه چهار ضلعيدر همه ا(  اضلاع مقابل ين نقطه تلاقيدوم

πديک صفحه جد  ي صفحه نمودار مسئله را بر       . حل بـدل  ′Sره  يک دا ي به   Sرهي که دا  يم به طور  ي کن ير م ي تصو ′

DCBAليک مستطي به ABCDير ، چهار ضلع   ين تصو يثر ا برا . ′Sرهي ، مرکز دا   ′O به Oشود و نقطه    شود  ي بدل م′′′′

DCBAيرا قطرهايز(   ) .متقاطع اند ′S يطيره محيدر مرکز دا′′′′

  

E
B

B

A

A

F G
D

D

C

C

O

1

S

1 1

1

  

  ۱۲شکل

  

P بهQ وPيهان نقطه يبنابرا   ) .۱۲شکل (  شوند يل ، بدل مي اضلاع مستطيت امتدادهاينهاي، نقاط ب′Q و ′

FEاگر اضلاع  .الف GF و ′′ GFE از ′′ Pتينهاي ب يب از نقطه ها   ي ، به ترت   ′Sط در  ، محا  ∆′′′ بگذرنـد ،  ′Qو′

BAFE هرگاه يعني CBGFو   ′′′′ GE، آنگاه ضلع  ′′′′  ـ  ′S ، مرکز  ′O از ′′ GEضـلع (  گـذرد    ي ، م ′′ 



GFEه قائمه يمقابل به زاو GEاگر ضلع) .  است ′Sمحاط در′′′ FE بگذرد و′Oاز مرکز ′′ P از نقطه′′ ′ 

BAFEيعني اگر  ،   CBGF، آنگاه′′′′ GF ، يعني′′′′ زيرا زاويه محاطي مقابل ( مي گذرد ′Q از نقطه ′′

  . نتيجه مي شود ۲مسئله ) الف(حکم قسمت ) . به قطر ، قائمه است 

11BAاگــر اضــلاع   .ب  11CDو′′ 1111 از مــستطيل′′ DCBA P ، از نقطــه′S ، محــاط در دايــره′′′′  بگذرنــد و ′

11CBضلع BACDBAيعني(  بگذرد   ′Q از ′′ ′′′′′′ CBCB ، و  1111 ′′′′ DACBDAگـاه   ، آن  ) 11 ′′′′′′ ، و  11

11CAقطرهاي  11DBو′′   .شود نتيجه مي) ب(از اينجا حکم قسمت .  ، يکديگر را مي برند ′S ، مرکز′O در′′

11CAاگر قطرهاي   .ج  11DBو′′ 1111از چهار ضلعي محاطي′′ DCBA  يکديگر را ببرند ، ′S از دايره′O در مرکز′′′′

ــلع ــر ضـ 11BAو اگـ ــه′′ P از نقطـ ــذرد ′ ــر(  بگـ ــي اگـ BABAيعنـ ′′′′ ــاه ) 11 BACD، آنگـ ′′′′ 11 

CBDACBو ′′′′′′   .نتيجه مي شود ) ج( ؛ و حکم قسمت 1111

  

۳. S   يک دايره و P    نقطه اي در صفحه S   کليه قاطع هاي  .  استS  مار بر P  هر يک از اين . را در نظر مي گيريم 

به هر جفت از اين نقاط ، نقطه تلاقي مماس در آنها بر دايره را مربـوط           .  را مشخص مي کند      Sقاطع ها يک جفت نقطه از     

  .مکان اين نقاط تلاقي را پيدا کنيد . مي کنيم 

  . دو حالت در نظر مي گيريم .حل

۱. P    نقطه اي است در خارج S .صفحه نمودار مسئله را بر يک صفحهπ  تصوير مي کنيم بـه طـوري کـه    ′

πنهايت به نقطه بيP و ′Sبه يک دايره  Sدايره بر اثر اين تصوير مکان مطلوب به يـک  . ل مي شوند بد′

Pنهايت   بر امتدادي که به وسيله نقطه بي        عمود ′S، يعني به قطري از    خط ،    مشخص مـي شـود ، بـدل        ′

  .که مکان مطلب يک خط است از آنجا نتيجه مي شود )  الف۱۳شکل ( گردد  مي

۲. P  نقطه اي است در داخل S . صفحه نمودار مسئله را بر يک صفحهπ  تصوير مي کنيم بـه طـوري کـه    ′



S  به يک دايرهS′   بدل شود و P به P مکان مطلوب در اين صورت به خـط        روشن است که     . ′Sکز ، مر  ′

πنهايت بي   .از اينجا نتيجه مي شود که مکان مطلوب يک خط است )  ب ۱۳شکل ( بدل مي شود ′

  . خواهد شد P درS، آنگاه مکان مطلوب ، مماس بر باشد S نقطه اي برPملاحظه مي کنيم که اگر

  

P

S S
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  )ب(۱۳کل                                                        )    الف(۱۳شکل

  

.  برخورد مـي کنـد       B و A در نقاط  Sمي گذرد و با   P بر   lطخ.  در يک صفحه مفروض اند       PونقطهS دايره   .۴

  . باشد B وA درS نقطه تلاقي مماس هاي برKفرض مي کنيم

ثابت کنيـد  ) ) . الف(۱۴شکل  ( مي برد      N و M در نقاط  راBK و AK خط هاي  Pيک خط متغير مار بر     .الف

 مـي گـذرد     K، خطي است که بـر     NوM مرسوم از  S ، نقطه تقاطع دومين مماس هاي بر       Xکه مکان 

  ). قرار دارد Sدقيق تر بگوييم ، جزئي از اين خط که در بيرون(

 خـط  xکـه نـشان دهيد ) .  ب ۱۴شکل ( وصل مي کنيم K وP را به نقاطS از دايره  Rريک نقطه متغي    .ب 

مـستقل از   ( ، از نقطـه ثـابتي        S بـا  RPوRKطع خطـوط     دومين نقـاط تقـا     NوMواصل بين نقاط    



  . مي گذردlواقع بر) Rانتخاب
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  .دو حالت زير را در نظر مي گيريم .الف

۱. P    نقطه اي در خارج S ) ←  صفحه نمودار مسئله را بر يک صفحه    )  .  الف ۱۴شکلπ  تصوير مي کنـيم  ′

P به P و ′S به يک دايره   Sبه طوري که   πنهايت ، نقطه بي   ′  ABدر اين حال خـط هـاي  .  ، بدل شوند   ′

BA به خط هاي   MNو NM و′′  با توجه به ملاحظـات تقـارن ، نتيجـه   ) .  الف۱۵شکل ( بدل مي شوند ′′

Kشود که نقطه هاي   مي l عمود بـرخط ′Sبر قطري از)  الف۱۵شکل  (′X و′ .  ، قـرار دارنـد   l ، نگـاره ′

K خطي است مار بر ′Xبنابراين مکان  l و عمود بر′  K خطـي مـي شـود کـه بـر     Xدر نتيجه مکـان  .′

 .گذرد  مي
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  )ب(۱۵        شکل                              )         الف(۱۵شکل

  

۲. P  نقطه اي است در داخلS . صفحه نمودار رابر يک صفحهπ  به دايـره  S تصوير مي کنيم به طوري که′

S′وP   به P BAورت خط هايدر اين ص) .  ب ۱۵شکل ( بدل شوند   ′S، مرکز ′ NM و′′  ′S قطرهـاي ′′

KAبنابراين مماس هاي    . هستند   KBو′′  ′Sاين مماس هاي دوم بر    بنابر. موازي اند    ′B و ′A در ′S بر ′′

Mاز   Nو′ πنهايتي خط ب′Xملاحظه مي کنيم که دراين حالت مکان  .  نيز موازي اند     ′ Kنقطه.  است ′ ′ 



  . مي گذرد K خطي است که برXذا مکانل. نيز بر اين خط است 

 نيـز   M منطبق باشـد ،    A بر Pاگر. ( است مستثني مي کند      S بر Pروشن است که شرايط مسئله حالتي را که       

  .) است AK وجود دارد که همان خطS منطبق است ، و در آن فقط يک مماس تنها برAبر

 N منطبق باشد ، آنگاه    A بر P ، اگر  چون.(باشد ، روشن است که حکم مسئله صحيح است          S بر Pاگر  .ب 

بنابراين بايـد مـسئله را بـراي دو حالـت     .)  منطبق مي شود A برX منطبق است و نقطه ثابت   Aنيز بر 

    بگيريم درنظر

۱. P      نقطه اي است در خارجS .صفحه نمودار مسئله را بر يک صفحهπ  S تصوير مي کنيم به قسمي کـه ′

πنهايت بي به خطPKبدل شود ، و   ′Sبه يک دايره     BA به يک قطـر  ABپس).  الف۱۶شکل  (′  ′Sاز′′

بـه آسـاني ديـده     .′B و′A به مماس هاي بر دايره در نقطه هـاي BK وAKبدل مي شود ، و خط هاي  

MRشود که  مي NR و ′′ NM بر هم عمودند و بنابراين ′′ لذا بـه ازاي هـر انتخـاب     . ′S قطري است از′′

NM ، خط′Rنقطه  . ، مي گذرد ؛ وحکم نتيجه مي شود ′S ، مرکز′X از′′
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  )ب(۱۶                 شکل                                                    )       الف(۱۶شکل

  

۲. P     نقطه اي است در داخل S )صفحه نمودار مـسئله را بـر يـک صـفحه    ) .  ب۱۴شکل .رکπ  تـصوير  ′



P به Pبدل شود و′S به يک دايره Sکنيم به طوري که دايره مي  به ABلذا) .  ب ۱۶کل ش ( ′S، مرکز′

BAقطــر Kنهايــت بــه نقطــه بيK ، و′S از دايــره′′ BA از قطــر عمــود بــر′ .  بــدل مــي شــوند ′′

BANRچون NRNM و ′′⊥′′ BANM ، از اينجا نتيجه مي شود کـه      ′′⊥′′  ؛ يعنـي بـه ازاي هـر    ′′′′

NM ، خط هاي ′Rانتخاب نقطه  BAو′′ BA از ′Xنهايت درنقطه بي′′  حکم نتيجـه  تلاقي مي کنند ، و′′

  .مي شود 

  

   دردايره مفروض يک چهار ضلعي محاط کنيد که  .۵

  . از دو ضلع مقابل آن داده شده باشند L وK ، و دو نقطهMنقطه تلاقي قطرهاي آن .الف

  .لع ديگر داده شده باشند نقطه تلاقي دو ضلع مقابل و يک نقطه از هر يک از دو ض  .ب 

   .حل

 نقطه تقاطع قطرهـاي آن باشـد ،        M رسم شده و نقطه مفروض     ABCD فرض مي کنيم چهار ضلعي مطلوب      .الف

πصفحه نمودار مسئله رابر يک صفحه   .  بگذرند   LوK از نقطه هاي مفروض    CDوABو  تصوير مي کنيم به گونه اي که ′

M به نقطهMبدل شود و′S به يک دايره     Sدايره محيطي آن   بـه يـک مـستطيل    ABCDدرايـن حـال    . ′S ، مرکز′

DCBA   . بدل مي شود ′′′′

TRQPحال اگر  M باشد که قطرهايش در مرکز       ′S يگ چهار ضلعي محاط در     ′′′′ که مـستطيل   ( متلاقي باشند   ′

QPو ضلع ) نرا ايجاب مي کند     بودن آ  K آن از  ′′ TR بگذرد ، آنگاه ضلع      ′ 1Kبايد از ′′ K قرينه ′ M نسبت به  ′  بگـذرد    ′

TRبدين ترتيب اضلاع ) .  الف ۱۷شکل  ( M کـه اقطارشـان در   ′Sدر همه چهار ضلعي هاي محاط در′′ متلاقـي انـد و   ′

QPاضلاع K آنها از    ′′ 1Kمي گذرند ، از نقطه ثابت ′  ي همـه چهـار   RTود که اضـلاع از اينجا نتيجه مي ش.  مي گذرند ′

مـي گذرنـد ، از   Kي آنها از PQ متلاقي اند و اضلاع M که قطرهاي آنها در يک نقطه    S محاط در  PQRTضلعي هاي 



ي چهـار  CDضـلع  .  کافي است که دوتا از اين چهار ضلعي ها را رسم کنـيم  1Kبراي تعيين . مي گذرند   1K نقطه ثابت 

  . دست مي آيدL به1Kاز وصلABCDضلعي مطلوب 

  . باشد مسئله جوابي منحصر به فرد دارد Lغير از1K متقاطع و S باLK1اگر
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  .نهايت جواب دارد  منطبق باشد ، مسئله بيL بر1Kاگر.  را نبرد ، مسئله جواب ندارد S دايرهLK1اگر

آن در يک نقطـه    يADوBC باشد که اضلاع     Sچهار ضلعي مطلوب محاط در دايره     ABCD فرض مي کنيم     .ب

صفحه نمـودار رابـر   .  بگذرند L وKي آن به ترتيب از نقطه هاي مفروضCD و AB متلاقي باشند و اضلاع Mمفروض

πيک صفحه  Mبه يک نقطه بـي نهايـت  M بدل شود و   ′S به يک دايره   S تصوير مي کنيم به گونه اي که       ′ π از′ در  . ′

DCBA به يک ذوزنقه   ABCDصورت چهار ضلعي  اين   CB به قاعده هاي′′′′ AD و′′ )  ب ۱۷ شکل ←( بدل مي شود ′′

  .چون ذوزنقه محاط در يک دايره است ، پس متساوي الساقين است . 

TRQPيک چهار ضلعي   RQ ، که اضلاع′S ، محاط در دايره ′′′′ PT و′′ Mنهايت آن در نقطه بي′′  متلاقي باشند ′

l، ذوزنقه اي است متساوي الساقين که محور تقارنش قطر          M عمود بر امتدادي است که با ′S از دايره ′ . معين مي شود ′

QPبنابراين ، هرگاه ضلع K از چهار ضلعي از نقطه اي مانند′′ TR بگذرد؛ آنگاه ضلع ′ 1Kاز نقطه ′′ Kقرينه ،′ نسبت به ′



l  و  QR ، که اضـلاع    PQRTدر همه چهار ضلعي هاي محاطي     RTاز آنجا  نتيجه مي شود که اضلاع         . ، خواهد گذشت    ′

PT  ي آنها درM    متلاقي اند و اضلاع PQ  ي آنها ازK   1 مي گذرند ، از نقطه ثابتK 1براي پيـدا کـردن  .  مي گذرندK 

ي چهار ضلعي مطلوب به دست   CD ، ضلع    Lبه1Kاز وصل کردن    . کافي است دو تا از اين چهار ضلعي ها را رسم کنيم             

  .مي آيد 

ر بـه فـرد   يا يک جواب منحص)  دايره را ببرد يا نبرد LK1بسته به اينکه خط( متمايز باشد ، مسئله  Lاز  1Kاگر  

  .نهايت جواب پيدا مي کندهم منطبق باشند ، آنگاه مسئله بي بر Lو1Kاگر. دارد و يا جوابي ندارد 

  

 S نقطـه اي دلخـواه از  X متقاطع باشند وO در يک نقطهSاز يک دايره  1CC و   1BBو1AA گيريم سه وتر      .۶

 ABC از مثلث  AB و CA و BC با اضلاع  1XC و 1XB و 1XA ، نقطه ، تلاقي خطوط     R و QوPنشان دهيد که    . باشد  

  ) .۱۸شکل ( واقع است Oبر خطي مار بر
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  .مانده است دو حالت زير را بررسي مي کنيم .  منطبق باشد ، مسئله بي معني است S برO اگر.حل

۱. O     نقطه اي است در خارج S .  صفحه نمودار را بر يک صفحهπ  Sيـره  تصوير مي کنيم به گونه اي که دا′

πاز′Oنهايت به يک نقطه بي    Oبدل شود ، و   ′Sبه يک دايره      ۱۹به شـکل  ۱۸برا ثر اين تصوير ، شکل        . ′

  الف بدل مي شود که

111 CCBBAA ′′′′′′  

1AAQPکهنشان مي دهيم     11ABBAذوزنقه . ′′′′ 11BABA متـساوي الـساقين اسـت ،       ′S محـاط در   ′′′′ ′′=′′ . 

11BABAبنابراين
))
∠′′′=∠′′′ و′′=′′ 11 BXABCAولي اين تساوي ها ايجاب مي کنند که نقطه هاي X′و C P و′  ′Q و′

ACXQCXQPX بنـابراين . بر يک دايره قرار داشـته باشـند          AAXACXولـي  . ∠′′′=∠′′′=∠′′′ ′′′∠=′′′∠  لـذا   1

AAXQPX ′′′∠=′′′∠ 1AAQPو ، بالاخره 1 ′′′′.  

1BBRQ کنيم کهبه طريقي مشابه ثابت مي   پس داريم . ′′′′

1AARQQP ′′′′′′  

Pکه بدين معني است که      از آنجا نتيجه مي شود . مي گذرد ′Oنهايت  برخطي قرار دارند که بر نقطه بي′Rو′Qو′

  . مي گذرد O، بر يک خط واقع اند که بر۱۸ ، شکل R وQ وP هايکه نقطه

۲. O     نقطه اي است در داخل S .    را بر يک صفحه   ۱۸صفحه شکلπ بـه  S تصوير مي کنيم به گونه اي که         ′

 ) . ب ۱۹شکل  (′S ، مرکز′O بهO بدل شود و′Sيک دايره
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QPثابت مي کنيم که   بدين منظور اول ثابت مي کنيم که . مي گذرد ′O از ′′
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که معني مورد نظـر از مـتن   (  ، يا طول آن را ، XY و عمود بر′O يک خط باشد ، پاره خط مرسوم از XYحال اگر 

  پس . نشان مي دهيم XYhبه .) پيدا خواهد شد 
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1AXhيادآور مي شويم که AAX ميان خط′′ ′′′∆ AXh است ، بنابراين 1 AX ′′=′′ )2/1(1.  

CBh هم چنين CB ′′=′′ XQAباز از تشابه مثلث هاي . )2/1(1 CQB و′′′    نتيجه مي شود که′′′1
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  .مي رسيم ) ∗(، به رابطه)∗∗(از قرار دادن اين روابط در تساوي هاي 

QPحال نقطه تلاقي   CA را با ضلع   ′′ CBA از ′′  2h و1hهم چنين فرض مـي کنـيم      .  نشان مي دهيم     ′1Q به ∆′′′

1QOP بر خط  ′1B و ′A و ′B و ′1Aطول هاي عمودهاي مرسوم از نقطه هاي      4h و   3hو 1AOAOچون.  باشند   ′′′  ، از   ′′=′′
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  . منطبق است ′Qبر′1Qاز اينجا نتيجه مي شود که 



PO بر خط′Rاستدلالي مشابه ، نشان مي دهد که Pلذا،.  قرار دارد ′′  واقع اند، ′O بر يک خط مار بر′R و′Q و′

  .و حکم مسئله نتيجه مي شود

  

 نشان دهيد که سه نقطه تقاطع اضلاع مقابل يک شش ضلعي محاط در يک دايره هم خط انـد                    .قضيه پاسکال    . ۷
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  ۲۰شکل

  

شـکل  ←( باشد ABCDEFهاي تلاقي اضلاع مقابل شش ضلع محاطي    نقطه   P و NوM فرض مي کنيم     .حل

BA بر کمان هايS برNچون نقاط تماس مماس هاي مرسوم از) .  الف۲۱ و شکل  ۲۰
)

ED و
)

 دارند ، از اينجا نتيجـه   قرار

π الف را بر يک صفحه۲۱بنابراين مي توانيم صفحه شکل .  را نمي برد S دايرهNMمي شود که  تصوير کنيم به گونه اي ′

πنهايتبه خط بي  NMل شود، و     بد ′S به يک دايره   Sکه  ب بـدل مـي شـود کـه     ۲۱ الـف بـه شـکل        ۲۱پس شکل    . ′

DEBA FECB و′′′′ FEDCBAدر نتيجه  . ′′′′ FEDCBAيعني∠′′′=∠′′′ ′′′=′′′
))

  از اينجا نتيجه مي شودکه  . 
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=′′′+′′+′′′+′′= CBAAFFEDDC  

DCFAبنابراين FA ، يعني ، خط هاي     ′′′′ CD و ′′ Pلـذا ، . نهايت يکديگر را مـي برنـد        بي  در يک نقطه در    ′′ ′ 

Mو N و ′ FEDCBA ، نقاط تقاطع اضلاع مقابل شش ضلعي      ′ πنهايت صـفحه  بر يک خط بي–.  هم خط اند′′′′′′  قـرار  ′

  . الف نيز هم خط اند۲۱ در شکل N وM وPدر نتيجه ، نقطه هاي. دارند 

11DC EBبه طريقي کاملا مشابه مي توانيم ثابت کنيم که خط هاي     . عمود است   ′′ FC و′′ از ا .  مي گذرنـد  ′O از′′

  . متقارب اندCFوBEوADينجا نتيجه مي شود که خط هاي

  

اند  ره متقاربثابت کنيد که سه قطر واصل به راس هاي مقابل يک شش ضلعي محيط بر يک داي. قضيه بريانشن   . ۸

   ) .۲۲شکل (
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111111 شش ضلعي  .حل FEDCBA   الف در دايره   ۲۳ شکل S       محاط شده است و لذا در شـرايط قـضيه پاسـکال 

π الف را بر يک صفحه ۲۳صفحه شکل . صدق مي کند     ) ۷مسئله  (  ′S به يـک دايـره  Sکهتصوير مي کنيم به گونه اي ′

111111 ، که نقاط تلاقي اضلاع مقابل شش ضلعي        lبدل شود و خط    FEDCBA       نهايت صفحه را بر خود دارد ، به خط بيπ ′ 

111111برا ثر اين تصوير   . بدل شود    FEDCBA    111111 ، به شش ضلعي FEDCBA  بدل مي شـود کـه اضـلاع مقـابلش           ′′′′′′

ــوازي ــد  م ــکل (ان ــاي  ) .  ب ۲۳ش ــاس ه ــال مم BAح FAو′′ CD و′′ EDو′′ ــر ′′ ــريم  ′S ب ــي گي ــر م . را در نظ

1111چون DCFA DA ، از اينجا نتيجه مي شود که       ′′′′ ايـن  .  يک محور تقارن چهار ضلعي حاصل از اين ممـاس هاسـت        ′′

11FA ، مي گذرد و بر     ′S ، مرکز  ′Oمحور از  ا ، چهار ضلعي ها و سه ضـلعي هـاي        برخي احکام مربوط به پنج ضلعي ه       و   ′′

 از Fاز اين رو ، مثلا فرض مي کنـيم کـه راس  . محيطي و محاطي حالت هاي خاص قضيه هاي بريانشن و پاسکال هستند         

  .يک شود نزدEبر دايره محيطي آن حرکت مي کند و به نقطه ABCDEFشش ضلعي محاطي 
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:  ميل مي کند و در حالت حد قضيه زير به دست مـي آيـد   E به سمت مماس بر دايره در     EFدر اين صورت ضلع   

 ، بـا نقـاط تلاقـي اضـلاع     E محاط در يک دايره و ممـاس بـر دايـره در        ABCDE از پنج ضلعي   BCنقطه تلاقي ضلع  

ABوDE ، CD و AE)   هم چنين اگر فرض کنيم که در شش ضلعي محـاطي      . ط اند   هم خ )  الف   ۲۴شکلABCDEF 

 از چهـار ضـلعي      CEوABنقطه تلاقي اضلاع    :  ، قضيه زير به دست مي آيد         C بر D منطبق باشد و راس    E بر Fراس

 را مي برد سه C مماس بر دايره درAE را مي برد و نقطه اي کهE مماس بر دايره در  BC با نقطه اي که    ABCEمحاطي

 ، را فرض کنيم ،بلافاصله مي بينيم B وE، C وFاگر درشش ضلعي انطباق راس هاي) .  ب ۲۴شکل ( اند نقطه هم خط 

 با نقاط تلاقي اضلاع مقابل بـر      ABDE محاطي از يک چهار ضلعي   BوEکه نقطه تلاقي مماسهاي بر دايره در راس هاي          

 نيز بر همـان خـط قـرار دارد    D وAروشن است که نقطه تلاقي مماس هاي مرسوم بر دايره در نقاط          . يک خط واقع اند     

  ) .ج۲۴شکل (
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نقـاط  :  ، از يک شش ضلعي نتيجه مـي دهـد کـه    F وD ، E و B،C و Aبالاخره فرض منطبق بودن راس هاي     

) .  د ۲۴شـکل  ( اند  با مماس هاي مرسوم بر دايره محيطي آن در راس هاي مقابل ، هم خط          ACEتلاقي ضلع هاي مثلث   

مي توانستيم همه اين قضايا را حالت هاي خاص قضيه پاسکال تلقي کنيم ، که در آنها طول هاي يک يا چند ضـلع صـفر                

  ) .ودر برخي موارد برهان بسيار ساده است ( شده اند و همه آنها را به روش قضيه پاسکال ثابت کنيم 

بدين منظور کافي ا ست که فقط       .  قضيه بريانشن استخراج کنيم      به همين طريق ممکن است تعدادي قضيه تازه از        

کنند   د احکام چندي را به ذهن القا مي– الف ۲۵شکل هاي .  دارد o180فرض کنيم شش ضلعي محيطي يک يا چند زاويه



 د بـا قـضيه   ۶۲۵ ج و ۲۵ شکل هاي توجه داريد که قضيه هاي مندرج در    . ( که بيان آنها را به عهده خواننده مي گذاريم          

  .)يکي هستند) الف  (۲و ) الف(۱هاي مسئله هاي 
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