
  انتگرال

  مساحت به منزلة حد

هايش داراي طول واحدند، واحد مساحت      براي محاسبة مساحت شكلهاي مسطح، مساحت مربعي را كه ضلع         

ود، يعني مـساحت مربعـي كـه        اگر واحد طول اينچ باشد، واحد متناظر براي مساحت اينچ مربع خواهد ب            . گيريم  مي

 qو    pاگـر   . سبه مـساحت مـستطيل بـسيار سـاده اسـت          براساس اين تعريف، محا   . هايش يك اينچ است   طول ضلع 

 يا بـه      واحد مربع است،    pqحسب واحد طول باشند، مساحت مستطيل برابر با         طولهاي دو ضلع مجاور مستطيل بر     

 از اعداد، خواه گويا باشند يا  q و  pاين موضوع براي هر جفت دلخواه . است  pqضرب اختصار، مساحت برابر حاصل

آوريم   به دست مي ي گويا اين نتيجه را با qو    pبراي . استنباشند، صادق 

1پس قدر م. ند عددهايي صحيح  'n و   'm  ،n   ، mكه در آن     1

qقرار دادن  m n p m n/ , /′ ′= =

 N nn/ / =′شترك  

1 1q nm N p mn/ , /

 را براي دو ضلع مـستطيل بـه         

′Nبنابراين  . آوريم  دست مي  ′= × = ×

2N/nm mn

هاي كوچكي به   الاخره، مستطيل را به مربع    و ب . 

′هايي برابر است با تعداد چنين مربع. كنيم  تقسيم مي1 و مساحتN/1ضلع   و مساحت كل آنها ×′

 گنـگ باشـند،     q و    pاگـر   . برابر

 به ترتيب عددهاي گوياي تقريبي     qو    pشود كه نخست به جاي        ريق حاصل مي  همين نتيجه به اين ط    

2 است با     2 2nm nm mn n n m n m n pq/ / / /′ ′ ′ ′ ′× = = × =

r

1mn N′ ′

p و  

qگذ دهيم و سپس مي را قرار مي p به p   وqميل كنند .  

rq

r r, اريم 

 و bا نصف مساحت مستطيلي با همان قاعدة از لحاظ هندسي روشن است كه مساحت هر مثلث برابر است ب

1؛ پس مساحت مثلث با عبارت آشناي      hارتفاع  
2

bh  هر ناحيه در صفحه كه محدود به يك يا چنـد       . شود   معين مي

  .ستها؛ پس مساحت آن برابر مجموع مساحتهاي اين مثلثهاستط شكسته باشد قابل تجزيه به مثلثخ



واهيم مساحت شكلي را كـه نـه بـه          آيد كه بخ    ها وقتي پيش مي   اي محاسبه مساحت  تري بر    كلي  روش نياز به 

توان مساحت قرصي مستدير يـا مـساحت          مثلاً چگونه مي  . ها محدود است تعيين كنيم    هاي شكسته بلكه به خم    خط

ساب انتگـرال  ي را، كه در قلب ح ـ     س بسيار اسا  مسئله بخشي از يك سهمي را تعيين كرد؟ اين          ]اي محدود به    ناحيه[

» افنـا «هـايي را بـه روش         جاي دارد، ارشميدس در قرن سوم پيش از ميلاد بررسي كرد؛ وي مساحت چنين ناحيـه               

را » ساده و طبيعي«كرد توان اين روي گ تا زمان گاوس، ميو ساير رياضيدانان بزربه نظر ارشميدس . كرد محاسبه مي

 ما تعريف آنها نيست     مسئلهرزهاي خميده مساحتي دارند و      به م  در پيش گرفت كه به طور شهودي، نواحي محدود        

اي تقريبي را كه مرزش يك چند ضلعي و مساحتش خوش تعريف               در ناحية مورد نظر، ناحيه     .بلكه محاسبه آنهاست  

سپس با انتخاب چند ضلعي ديگري واقع در ناحية قبلي كه چند ضلعي اوليه در درون آن قرار . كنيم است محاط مي

ها به  نحو ادامه دهيم، به تدريج تقريباگر كار را به همين. آوريم قريب بهتري براي ناحية مفروض به دست ميگيرد، ت

اي از نواحي محاطي بـا مـرز چنـد            كنند و مساحت ناحية مفروض به صورت حد مساحات دنباله           كل ناحيه ميل مي   

توان به اين طريق      را مي  ۱اي به شعاع      ايرهمساحت د . آيد  ضلعي كه به طرز مناسبي انتخاب شده باشند به دست مي          

  .شود  نشان داده ميπمحاسبه كرد؛ مقدار عدديش با نماد 

در خلال قرن هفدهم نيز در . ارشميدس اين طرح كلي را در مورد دايره و در مورد قطعة سهموي به كار برد

اي كه اختصاص به آن   هر مورد، محاسبة عملي حد به روش مبتكرانهدر. موارد متعدد ديگري با موفقيت به كار رفت

 روشي كلي و يكي از دستاوردهاي مهم حساب ديفرانسيل و انتگرال اين بود كه. شد  خاص داشت، وابسته ميمسئلة

  .هاي خاص و محدود را در محاسبه مساحت گرفتنيرومند جاي اين روش



  انتگرال 

در اين بخش انتگرال را به صورت . رانسيل و انتگرال، مفهوم انتگرال استنخستين مفهوم بنيادي حساب ديف

، مـثلاً   اگر تـابع پيوسـتة مثبتـي چـو. كنيم  مساحت ناحية زير يك خم به وسيلة يك حد بيان مي           )ن           )y f x=

1y c 2y x= يا osx= +

( )y f x=

 و a بين مختص xاي از محور  اي را كه از پايين به قطعه اه ناحيه آنگ داده شده باشد،

 محـدود   در اين نقاط و از بالا بـه خـهاي عمود بر اين محور       و از دو طرف به خط      bمختص بزرگتر   

  . است،Aهدف ما محاسبة مساحت اين ناحيه، . گيريم است در نظر مي

م           

  

y

o a b

y=f(x)

  

  مساحت انتگرال به منزله 

اي   توان به چند مستطيل يا مثلث تجزيه كرد، فرمول بلا واسـطه             اي را در حالت كلي نمي       چون چنين ناحيه  

 پيدا كنـيم و     Aتوانيم به صورت زير، مقداري تقريبي براي          اما مي .  در دست نيست   Aبراي محاسبه صريح مساحت     

كنـيم،    چنـد زيـر بـازه كوچـك تقـسيم مـي            را بـه     x=b تا   x=aبازة از   :  را به شكل يك حد نشان دهيم       Aسپس  

دهيم كه  كنيم و به جاي هر نوار از ناحية زير خم، مستطيلي قرار مي  در نقاط تقسيم رسم ميxعمودهايي بر محور  

 ، Sها، لهاي اين مـستطي مجموع مساحت. وار انتخاب شده استارتفاع آن بين بيشترين و كمترين ارتفاع خم در آن ن          



ها بيشتر و عرض هر چه تعداد مستطيل. دهد  دست مي يعني مساحت واقعي ناحية زير خم بهAمقداري تقريبي براي 

  .شود ود، دقت اين تقريب بيشتر ميهر مستطيل كمتر ش

  اي چون اگر دنباله: توانيم مساحت دقيق را به صورت يك حد تعريف كنيم پس مي

)۱(    1 2 3S S S, , , K

S
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nn

      

 بـه   n وقتـي    ترين مـستطيل     تشكيل دهيم به قسمي كه عرض عريـض        احت زير خم  هاي مستطيلي مس  از تقريب 

  كند  ميل ميAبه حد ) ۱(رود به صفر ميل كند، آنگاه دنبالة  نهايت مي سمت بي

n

)۲(            

هاي هاي مستطيلاست به شرط اينكه عرض) ۱( كه مساحت زير خم است، مستقل از نحوة انتخاب دنبالة Aو اين حد 

Sتواند از   ميSمثلاً . (تقريب زننده به صفر بگرايند ، با افزودن يك يا چند نقطة جديد تقسيم به نقاط تقسيم −1

هـا بـراي     كاملاً مستقل از انتخاب اين نقطـه هاي تقسيم براي  ، به دست آيد يا آنكه انتخاب نقطه   Sمعرف  

S

1n−

1n

nS

)ع       شود، بنا به تعريف، انتگرال تاب   ، را كه با اين فرايند حدي بيان مي         Aمساحت ناحيه،   .)  باشد − )f x

( )b
aA f x dx= ∫

( )

 a از   

  نويسيم به صورت زير مي» نماد انتگرال«ناميم و آن را با استفاده از نماد خاصي موسوم به   ميbتا 

)۳(          

بـراي  . ن حد ابداع كرد براي نشان دادن روش به دست آمدن اي   نيتز  لايبرا  » انتگرال« و نام    ،»dx«،  نماد  

بندي در اين ضـمن، صـورت     . دهيم  ل شرح مي   را به تفصي   Aتوضيح اين نمادگذاري، فرايند نزديك شدن به مساحت         

هاي محدود كنندة به ما امكان خواهد داد كه از فرضتحليلي فرايند حدي 

∫

0f x

( )b a n/−

 دسـت بكـشيم و   b > a و ≤

   .ساحت به منزلة مبناي تعريفمان از انتگرال را كنار بگذاريمبالاخره، مفهوم شهودي قبلي م

 كنيم طول همه برابر  ، فقط براي سادگي، فرض ميبازة كوچك كه زيرn را به b تا aبازة از 

  نقاط تقسيم را به صورت. كنيم باشد، تقسيم مي

با 
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( b(ت  كمي. دهيم  نشان مي  a n/−      تفاضل بين مقادير متوالي ،x     را با ، xΔ  شود   كه خوانده مي  (دهيم     نشان مي

  ):»كسيدلتا ا«
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است و نبايد آن را با » عملگر « يك دهنده اين نماد نشان(است » ضلتفا « فقط به معني Δكه در آن نماد 

 در نقطة انتهايي سمت راسـت       توانيم ارتفاع هر مستطيل تقريب زننده را مقد  مي.) عدد اشتباه كرد  

  ها چنين خواهد بوددر اين صورت مجموع مساحتهاي اين مستطيل. بگيريمبازه زير
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  يا به اختصار

            )۵(                 

در اينجا نماد  
1=

هـايي  به معني مجمـوع همـة عبارت  ) »n تا ۱ مساوي jسيگما از   «شود    كه خوانده مي   (∑

  .آيند كند، به دست مي  را به نوبت اختيار ميn، …  ، ۳ ، ۲ ، ۱ مقدارهاي jاست كه وقتي 

  



y

xo a b
x

xm xm+1

10

2
2 3 4 10

j

  

  تقريب زدن مساحت با مستطيلهاي كوچك 

  

  شود يابي نشان داده مي ، استفاده از نماد سيگما براي بيان فشرده نتيجه عمل مجموعدر مثالهاي زير
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يابـد،     به طور نامتناهي افزايش مي     nدهيم كه در آن        تشكيل مي  هاي  اي از اين گونه تقريب      نون دنباله اك

يابند در حالي كه مقدار هر   افزايش مي ) ۵(هاي هر مجموع      يعني تعداد جمله  

n

fجملة       x xΔ      به خـاطر عامـل 



( )x b a /Δ = −

( ) ( )
1

n b
j a

j

n    وقتي . كند   به صفر ميل ميnرود، ايـن مجمـوع بـه مـساحت      نهايت مي  به سمت بيA  ميـل 

  كند مي

A )۶(      lim f x x f x dx
=

= Δ =∑ ∫

∫Σ

  

 و  يابي     به جاي نماد مجموع     را با قرار دادن      A  به حد  S اين گذار از مجموع تقريب زنندة        نيتز  لايب

 به جاي نماد تفاضلي      dنماد  

n

Δ     معمـولاً بـه     نيتـز   لايـب  در زمـان     يابي    نماد مجموع . ( به صورت نمادين در آورد 

شد و نماد        نوشته مي   S صورت

Σ

 نحوة به دست آمـدن  نيتز لايبهر چند شيوة نمادگذاري .)  استS نيز صورتي از    ∫

 براي چيزي كه به هر حال يك        نماياند، بايد مراقب باشيم     انتگرال به صورت حد يك مجموع متناهي را به خوبي مي          

در اوائل پيدايش حساب ديفرانسيل .  است، اهميت خيلي زيادي قائل نشويمداد صرف براي نحوة نشان دادن حدقرار

دادند  ماند، معني انتگرال را چنين توضيح مي شد و همواره در ذهن نمي و انتگرال كه مفهوم حد به روشني درك نمي

نهايت كميت  د و خود انتگرال مجموع بيگير  قرار ميdxنهايت كوچك  ، كميت بيxΔبه جاي تفاضل متناهي «كه 

)كوچك   نهايت   بي )f x dx  پـرداز دارد، در      اي براي اشخاص خيال     نهايت كوچك هرچند جاذبه     مفهوم بي . »  است

هاي فاقد معني بپوشاند، بـه هـيچ        غباري از عبارت   انتگرال را گردو   اينكه مفهوم روشن  . رياضيات نوين جايگاهي ندارد   

  .رساند دف مفيدي ياري نميه

داد؛ ايـن      گاهي با ملاحظة قدرت الهامبخشي نمادهايش عنان اختيار خود را از كف مـي              نيتز  لايبولي حتي   

نيم بـا آنهـا تـا       توا  ند كه مي  هست» ايت كوچك نه  بي «دهندة مجموع كميتهايي      نمادها چنان هستند كه گويي نشان     

 در واقع كلمة انتگرال براي بيان ايـن موضـوع وضـع شـد كـه كـل                   .هاي معمولي رفتار كنيم   حدودي همچون كميت  

)» نهايت كوچك   بي « مركب از اجزاي     Aمساحت   )f x dx در هر حال، تقريبـاً صدسـال پـس از نيـوتن و             . است

  . ديگر بود كه به وضوح تشخيص داده شد كه پاية واقعي تعريف انتگرال، مفهوم حد است و نه چيز نيتز لايب
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