
  :دو بردار) اي نقطه( 1)اسكالر(ضرب داخلي 

شايد الان متوجه نشويد ولي خواهيد      . خورد  ها بدرد چه مي   د از خود پرسيده باشيد اين تعريف      شاي

توان تا حد زيـادي شـيوة نمـايش     شود مي   ها اثبات مي  ريف و قضايايي كه براي اين عملگر      ديد با اين تعا   

 مناسبي از كاري كه   به فرمي درآورد كه در موقع نگاه به آنها ديد          و   روابط را بسيار ساده كرد    ) تاسيوننو(

  .تحمل كنيد، نتايجش را خواهيد ديد. ش هستيم بدست آوريمل انجامادر ح

C.يعني  .  عدد است نه بردار     آن  ست كه خروجي   ا ييضرب اسكالر از جمله عملگرها     A B=
v v   ، C 

  .عددي حقيقي خواهد بود

  .اي تعريف كرد كه خواص زير را داشته باشد بايد بگونهاين ضرب را 

. 0 , 0 . 0A A A A A≥ = ⇔ =
v v v v v v    ]3-3-3-1[  
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  پيشنهاد شما براي يك تعريف مناسب براي ضرب داخلي چيست؟

 نتايج خوب در مـورد   پياده كنيم بهتر است سعي كنيم كمي خواص مورد ذكر را   براي آنكه بتوانيم    

AuuAA                       كه            :ضرب داخلي بدست بياوريم ˆˆˆ ==
v

     

ˆˆ      و                               ˆB Bv v B= =
v  

   سوم طبق رابطه



( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ. . .A B Au Bv AB u v= =
v v  

ا  امˆ ˆ,v uپس مقدار . هاي مختلفاتي هندسي هستند و وابسته به جهت صرفاً كميBA
vv

بـا   برابر .

حـالا  . سي اين دو بردار بـستگي دارد      هايشان در مقداري است كه صرفاً به جهات هند          حاصلضرب اندازه 

ˆبياييد خود  ˆ.u v را ساده كنيم.  

، تعريف عدد اسـكالري اسـت كـه كميتـي فيزيكـي باشـد پـس        هدف ما از تعريف ضرب داخلي  

به اصطلاح ناوردا . (بايست ضرب داخلي نيز تحت دوران و چرخش دستگاه مرجع مقدارش تغيير نكند     مي

ˆ تبديل كنيم آنگاه   'ox'y است بچرخانيم و به      oxyاگر چهارچوبمان را كه     ) بماند ˆ,v u    در دستگاه ox'y' 

ˆبه  ˆ, 'v u′ شوند تبديل مي .  
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  1-3-3-3شكل 

  

بايديري دستگاهمان بستگي نداشته باشدگ خواهيم ضرب داخلي به جهت ا چون ميام ،:  

ˆ ˆ ˆ ˆ' . .u v u v′ =  



 بستگي v̂ به  û ضرب صرفاً به خواص نسبي        اين  مقدار كها اين چگونه ممكن است، در صورتي      ما             

شان است كه براي تمام بردارهاي يكه نسبت به هـم ثابـت اسـت و            ا   خواص آنها يكي اندازه    .داشته باشد 

)ديگري زاوية هندسي  )ηماند ست كه در هر دو دستگاه يكسان مي ا بين اين دو.  

  :بايست پس مي

( )ˆ ˆ.u v f= η  

اين بخش ]2-3-3-3[ ا طبق خاصيت دومام:  

                                         ˆ ˆ ˆ ˆ. .u v v u=  

ا زاويه نسبي امû به v̂منفي زاويه نسبي v̂ به  û است پس يعني ( )ηfزوج است  .  

                                                                                                                           ( ) ( )ηη −= ff  

)حال بايد سعي كنيم شرطي روي        )ηf را  2شـوآرتز _ براي اين كار نامـساوي كوشـي        .  بگذاريم

  .استفاده خواهيم كرد

b و avفرض كنيد دو بردار 
v

ab را به صورت مقابل از cr داريم و بردار  vv
  :سازيم  مي,

( )2

.

.

. .. . . . 0

. .

.. . . .

.

.. . .
. .

a bc b a
a a

a b a ac a a b a a b a b
a a a a

a bc c c b c a c b
a a

a ba bb a b b b
a a a a

= −

 
= − = − = 

 

= − =

 
= − = − 

 

vvvr v
v v

vv v vv v vr v v v v v
v v v v

vvv vr r r r rv
v v

vvvvv v v vv
v v v v

  



  :از خاصيت اول داريم كه
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  .شوآرتز براي ضرب داخلي معروف است_ كه به نامساوي كوشي 

  : بكار ببريمv̂ و û اگر اين نامساوي را براي 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . . . .u u v v u v u u v v− ≤ ≤  

زيرا زاويه يك بردار  است  زير براي همة بردارهاي يكه مقدارضرب داخلي يك بردار يكه با خودش

)               قاعده اول                                                   .با خودش صفر است )ˆ ˆ ˆ ˆ. . 0 0u u v v f= = ≥   

)پس براي تابع  )ηfخواهيم داشت :  
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ηπη كه اين تابع براي مقادير       طبيعي است  ,kY+           ًيك مقدار را بدهد زيرا اين دو زاويه عينـا 

  .كنند يك حالت نسبي بين دو بردار يكه ايجاد مي

)حال اگر تمام خواص  )ηfرا خلاصه كنيم، خواهيم داشت :  

)فرض كنيد )0 1f   : باشد≡

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1f

f f

f f Y k

− ≤ η ≤

 η = −η



η = π+ η

  



)اين خواص در تابع    )cos η  شود، پس يكي از تعاريف مناسب ضرب داخلـي در فـضاي               يافت مي

)هندسي حقيقي ).A B AB cos= η
v v

A جهت  زاويهηباشد كه  مي 
v

B  با 
v

  . است

كاملاً هندسـي اسـت و بـراي     را بررسي كرد منتها كاري 4 تا 1ي همين تعريف خواص   توان رو   مي

  .اي را بدست آوريم به جاي آن بهتر است تعريف مؤلفه.  كمي سخت است4  خاصيت

ديگـري بدسـت   گويد كه تصوير يكي از دو بردار را روي        بينيد تعريف هندسي مي     طور كه مي  همان

  :يددر هم ضرب كن، آنگاه اين دو مقدار را هدآور

Aتصوير A(A=)  رويBتصوير (  
r

Bروي 
r

(B=BA
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.  
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  2-3-3-3شكل 

  

)بايد  اي مي يكرد مؤلفهدر رو )cos ηرا برحسب زواياي AB
vv

  : بيان كنيمox با محور مرجع ,

B:       اگر بالعكس انتخاب كنيم Aη = θ − θ  

                                                ( ) ( )cos cosη = −η  

ηcosA ηcosB 



  .تفاوتي نخواهد داشت

( )

( ).

B A B A B A

B A B A B A x x y y

cos cos cos sin sin

A B ABcos Bcos Acos Bsin Asin A B A B

θ − θ = θ θ + θ θ

⇒ = θ − θ = θ θ + θ θ = +

  

رسند زيرا براي هر كدام از جملات فـوق بطـور واضـح              بديهي بنظر مي   4-1در اين حالت خواص     

.222            : جالب آن است كه نكته. صحيحند yx AAAAA +==
vv

  

A -1         : ضرب داخلي در دو حالت صفر خواهد شد            
v

Bيا 
v

  يا هر دو صفر باشند و  

                                                              2-  ( ) 0
2

cos B Aπ
η = ⇒ η = ⇒ ⊥

vv  

BAمقدار اندازة بردار  .مثال
vv

  . و زاويه بينشان بدست آوريدBو   Aهاي  حسب اندازه را بر+

  .حل

( ) ( ) ( ) ( )

( )2 2

. . .

. 2 . . 2

A B A B A B A A B B A B

A A A B B B A ABcos B

+ = + + = + + +

= + + = + η +

v v v v v vv v v v v v

rv v v v v
  

Aهاي بردار      مؤلفه . مثال
v

هاي داخلي بـين    حسب ضرب موازيند بر نا كه با هم     v̂ و û را در راستاهاي   

  آنها بنويسيد؟
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  3-3-3-3شكل 
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ûˆاگر i=و   ˆv̂ j=   0بگيريم چونˆ.ˆ =ji  

AjAAiA yx

vv
.ˆ,.ˆ ==⇒  

 )بطور جبري(



ˆممكن است اين سؤال پيش بيايد كه شـايد نـشود هـر بـرداري را بفـرم               ˆu vA u A v+ 

بـسازيم آنگـاه چـون هـر       v̂  وûحـسب   را بر ĵ و îنوشت، براي رفع اين مشكل كافي است      

ˆبرداري به فرم  ˆ
x yA A i A j= +

v
  :نوشته خواهد شد هم v̂ وûحسب توان نوشت قطعاً بر  مي
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  :ها موجود باشند آنست كهجواباين نكه شرط آ

0x y x y

y y
u v u v

x x

u v v u

u v
tan tan

u v

− ≠

⇔ ≠ ⇔ θ ≠ θ ⇔ θ ≠ θ

  

 و uهاي  توان مؤلفه ميحال از روي روابط فوق . يعني دو بردار همراستا و موازي نباشند كافي است    

vهاي  حسب مؤلفه را برx و yنوشت :  

                                                          ;

x x x x

y y y y
u v

x x x x

y y y y

A v u A
A v u A

A A
u v u v
u v u v

= =  

. كند ها را ساده ميهاي برداري است كه خيلي از نمادگذاريب داخلي يكي از پركاربردترين ضرب    ضر

dFتوان با كار يك نيرو را مي : مثلاً
vv

d در جابجايي.
v

v. نمايش داد يا شار عبوري از يك سطح را با  Sρ
vr 

Sكه 
v

  . بردار سطح مورد نظر است

نوع ديگري ضرب نيز در بردارها وجود دارد كه چون نيازمند فضاي سه بعدي است تعريـف آن را              

  .كنيم به بعد از بخش فضاي سه بعدي موكول مي

 دو معادله دو مجهول



                                                                                                                                       

1 Scaler product  
2 Cauchy_ Schwarz inequality  


