
  :هاي مختلفبردارهاي يكه مختصات

ijkين سه بردار يكه ثابت      در مختصات كارتز   ، عرضـي و    دهنـدة سـه جهـت طـولي          نشان ˆ,ˆ,ˆ

 كنيـد  مانند در اصل اگـر دقـت   ، يكسان مياي از فضا طبق چهارچوب ر هر نقطهارتفاعي فضا بودند كه د    

ر آن جهت حركـت كنـيم   دهند كه اگر د  نشان مي   طهين جهتي را در هر نق     هاي مختصات كارتز    بردار يكه 

و   zو نه  (x در هر نقطه صرفاً مقدار îمثلاً با حركت در جهت. يابد  مكاني متناظر افزايش مي   صرفاً مختصه 

y (يابد افزايش مي.  
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 1-5-4-3   شكل 

  

هاي ديگر را هاي مختصات كهن بردار يتوا حال سؤال اين است كه با توجه به خاصيت فوق چطور مي 

  تعريف كرد؟
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دهد كه بـا      اي است كه جهتي را نشان مي         بردار يكه  r̂ بعدي برويم  دوابتدا سراغ مختصات قطبي     

 ثابـت،  θن باشـد خطـوط   اگر يادتـا . كند   تغيير نمي  θيابد ولي    افزايش مي  rحركت در آن جهت مقدار      

  .شعاعي است و به سمت بيرون در راستاي r̂بينيد  پس همانطور كه در شكل مي. خطوط شعاعي بودند

ر    θ̂1 در هر نقطه.ول مركز بودند ثابت دوايري حrهاي  چطور؟ منحني θ در مورد مختصه   ممـاس بـ

بينيد كه در مـورد    مي.سمت مثلثاتي  يعني، در حال افزايش استθو به سمتي است كه      دواير است اين  

θ̂      مختصاتي برقرار است و با تغيير        در هر لحظه خواص بردارهاي يكه θ ا تعـويض   بايست جهت آن ر      مي

گوييم كه بردارهاي يكه آنها دو به  مي 2 مورد نظرند مختصاتي را متعامد  آن نقطه θ تابع θ̂ و   r̂كلاً  . كنيد

ر دوايـر عمودنـد   چون خطوط شعاعي    . ( بطور بديهي چنين است    r̂,θ̂در مورد . دو متعامد باشد    ـ) بـ ا ام

ردار يكـه     كافي است به مجموعه   . اي چگونه است    مختصات استوانه   كـه نـشان   k̂ بردارهاي يكه قبلي بـ

  . است را اضافه كنيمzدهندة راستاي 
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اي قرار دارند كه موازي صفحة      داخل صفحه  ρ̂ و   ϕ̂بينيد،    مي) 3-5-4-3(همانطور كه در شكل     

xy  است و k̂ بينيد كه  مي. در اين حالت نيز مختصات متعامد است. آن عمود بر( )k̂,ˆ,ˆ ϕρيك مجموعه   

ت     k̂. ربطي ندارند  ρو  z هستند و به     ϕ تابع   ϕ̂و   ρ̂در اينجا نيز  . سازند  راستگرد را مي    هم كه كلاً ثابـ

 اسـت  V̂ترين بردار يكـه  ساده. و آخرين مختصات كه كمي هم پيچيده است مختصات كروي است      است  

ه سـمت خـارج     در هر نقطه از فضاست كه همان راستاي شعاعي را در هر نقطه          rجهت افزايش   كه در     بـ

توان همچون مختـصات    را هم ميθ̂برويم   oz و محور rvچنانچه به صفحة عبوري از بردار  . كند  معين مي 

  .ϕ̂ماند   مي)ماند  ثابت ميϕدر اين صفحه ( .قطبي به سادگي تعريف كرد
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 نچرخنـد و از آ       مـي  oz ثابت صفحاتي هستند كـه حـول محـور           ϕچنانچه دقت كرده باشيد صفحات      

.  باشـد   xyبايست موازي صفحه       مي پس طبيعي است كه   .  بايد بر اين صفحات عمود باشد      ϕ̂گذرند و     مي

 در آن واقع اسـت و عمـود بـر خـط     ϕ̂ رد كنيم xyاي موازي    مورد نظر خود صفحه     پس چنانچه از نقطه   

)اين سه بردار يكه نيـز متعامدنـد و مجموعـة    . باشد  ميozواصل آن نقطه بر محور       )ϕθ ˆ,ˆ,r̂ـ  تگاه  دس

  . هستندϕ و θبينيد اين سه بردار يكه تابعي از طور كه ميهمان. سازند راستگردي را مي

  .حسب اين بردارهاي يكه بسط دهيمت كه چگونه بردارهاي مختلف را برحال سؤال اين اس

ˆ:                در مختصات دكارتي ˆ ˆ
x y zA A i A j A k= + +

v
  

Aدر مختصات كروي ابتدا مكان مورد نظر كه بردار          
v

خواهيم در آن نقطه    كه مي  آنجاست يا اين    در 

ˆ,ˆ,r̂كنيم و بردارهاي يكه       بررسي كنيم را مشخص مي     θϕ     كنيم و چون اين سـه       آن نقطه را تعيين مي

          تـوان هـر بـرداري را در آن نقطـه بـه فـرم                 قطعـاً مـي    سـازند   بردار مجموعه متعامد راسـتگردي مـي      

ϕθ ϕθ ˆˆˆ AArAA r ++=
v

  . نوشت

  . بعدي در مختصات قطبي نمايش داده شده استدومثالي براي حالت ) 5-5-4-3(در شكل 

( )θθ
ˆˆ ArAA r +=

v
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  :طبع خواهيم داشتاي هم بال براي مختصات استوانه

                                                                                        ˆˆ ˆ zA A A A k= + +ρ ϕρ ϕ
v

  

  توان نشان داد مثلاً  سادگي با ضرب داخلي ميه ها را ب مؤلفه

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . . . 1 0 0r r rr A A r r A r A r A Aθ ϕ= + θ + ϕ = × + + =
v  

ايـم را   كـرده  بيـان    اي  هاي برداري كه قبلاً به صـورت مؤلفـه        يف عمليات كه تمام تعار   ديگر آن   نكته

  يعني مثلاً ضرب داخلي . اي و كروي نيز بكار برد هاي قطبي، استوانهتوان براي مختصات مي

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .r r r rA B A r A A B r B B A B A B A Bθ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ= + θ + ϕ + θ + ϕ = + +
v v

  

ABبايست بردارهاي يكه كه  البته حواستان بايد باشد كه حتماً مي     
vv

كنند يكـسان    را تعريف مي,

  اگر متفاوت باشند . ريف شده باشندباشند و نسبت به يك نقطه تع

                                                                :                          مثلاً

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ' ' ' ' ' '

r

r

A A r A A

B B r B B

θ ϕ

θ ϕ

= + θ + ϕ

= + θ + ϕ

v

v
  



ˆ.θ̂گاه جملاتي مانند آن ′r و θθ ˆ.ˆ   .رفتدر نظر گ… و  1 و 0توان  را نمي…  و ′

  :هاي مختلف بنويسيد حسب بردار يكه را در دستگاههاي مختلف برrv بردار مكان . مثال

                                                                                 kzjyixr ˆˆˆ ++=v :  ينكارتز  

rrr)                                            مان جهت بردار مكان است هr̂بردار يكه ( ˆ=v :  كروي  
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ˆˆr z z k= ρ + = ρ ρ +v v v  

به هم اي يكه مختصاتهاي متفاوتماند بيان تبديل مستقيم برداره ا ميو ام :  

                            

( ) ( )ˆ

ˆ ˆ ˆ

x , y ,z r sinθ cosj , r sinθ sinj , r cosθrr= = =
r r r

=sinθ cosj i + sinθ sinj j + cosθ k

v

         
 كروي برحسب دكارتي



( )z xy z xy

x y

ˆ ˆ ˆˆ , sin k , cos cos i sin j

ˆ ˆ ˆˆ cos cos i cos sin j sin k

ˆ ˆ ˆ ˆˆ i j sin i cos j

= + = − = +

⇒ = + −

= + = − +

θ θ θ θ θ θ θ ϕ ϕ

θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

rv v v
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ijkسادگي با حله تبديلات معكوس را ب   . بدست آوريدϕ̂ و θ̂ و r̂حسب  برˆ,ˆ,ˆ

  :اي داريم استوانهدر مورد مختصات 

ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ

cos i sin j

sin i cos j

k k

ρ = ϕ + ϕ

ϕ = − ϕ + ϕ

=

  

اي ا كروي با استوانهام  

xyθ اندازه
r

 



ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ

z

r zk zr k sin cos k
r r r r

cos sin kρ

ρρ + ρ   = = = ρ + = θρ + θ   
   

θ = θ + θ = θρ − θ

ϕ = ϕ

v

v v
  

  .صحت اين روابط را خودتان بررسي كنيد

                                                

  .  دهند  نمايش ميr وθ برايreˆ وêθ بردارهاي يكه را با  گاهي1

 متعامد:  Orthogonal / Orthonormal  :يكه 2


