
nx ،sinدر بخش قبلي مشتق توابع پركاربردي همچون    x ، cos xو xe را گرفتيم، كافي است 

م تا مجموعة زيادي از توابع را بتوانيد مشتق     يهاي روي توابع ارائه ده    واعدي براي ترتيب توابع و عمليات     ق

  .بگيريد

  :ندهست  به سادگي قابل تحقيق واعد زيرق
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)مشتق زماني   .مثال ) oo xtVtatx ++= 2
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  .حسب قواعد فوق بدست آوريد بر
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  .كه همان نتيجة بخش قبل است

شايد ابتدا به نظرتـان  . حسب مشتقات خودشان بيان كنيمضرب دو تابع را بر      ييد مشتق حاصل  بيا

)برسد كه مشتق  ) ( )xgxf برابر ( ) ( )xgxf   . باشد ولي اين طور نيست′′
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 از معكوس منظور. (وس يك تابع را حساب كنيمبياييد مشتق معك
f
  )f−1 است نه 1
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)حال با استفاده از دو قاعدة فوق مشتق  )
( )xg
xfقابل حساب كردن است .  
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  . را بيابيدtan xمشتق  .مثال

  .حل
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0h → 
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0h → 
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مشتق  .مثال
3+x

xرا بيابيد .  

 rxقابل اثبات است كه مشتق تـابع  . شود  چه تابعي ميx+3 كه مشتق ابتدا بايد بدانيم   .حل

rكه   ∈ ) است برابر است با       ) 1r rx r x −′
rما اين رابطه را بـراي حالـت   . = n=  كـهn ∈  بـود   

rشود براي     ثبات كرديم ولي مي   ا ∈  هم اثبات كرد كه كار سختي است و خـارج از حوصـلة مباحـث                 

  .باشد مورد نظر ما مي
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  :حال خواهيم داشت
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) مشتق تابع مركب است يعني مشتق      هگيري، قاعد   از مهمترين قواعد مشتق    )( )( )′xgf    كه به آن 

  .گويند مي 1اي قاعدة زنجيره

گيـري   م بهتر است كمي در مورد نمادهاي ديگر معادل با مشتقيبيان كن  قبل از آنكه اين قاعده را     

  .ميدر رياضيات صحبت كن

)دهند يعني   نمايش ميDگاهي مشتق را با  ) ( )xDfxf =′  

گاهي با نماد 
dx
d يعني ( )

dx
dfxf =′  



 حـساب كنـيم   xرا در    fفرض كنيد بخواهيم مشتق     . بياييد در مورد معني نماد دوم صحبت كنيم       

كنـيم    بدست آورده حاصل را بر هم تقـسيم مـي  xحسب تغييرات  را بر  fآنگاه چه خواهيم كرد تغييرات      

   :ريم يعنيگي هاي كوچك را مي∆xآنگاه حد 

                                                )x∆ همان hشود  مي              (( ) lim ff x
x

∆′ =
∆

  

  :تعريف كنيم كه به صورت زير باشد  x   2يك قرارداد آنست كه چيزي به نام ديفرانسيل

: limdx x= ∆  

  . هم خيلي كوچك است∆f خيلي كوچك است ∆xاز آنجا كه وقتي

   در نظر گرفت و در اين صورت طبيعي خواهد بود كهdf را هم ∆fتوان در اينجا مي

 ( )
xd

dfxf =′.  

  .اي حال برويم سراغ قاعده زنجيره
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( ) ( )( ) ( )xgxgf
xd
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dx
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. اي به چه معناست دهد قاعدة زنجيره   اي نيست بلكه صرفاً نشان مي        واقعاً اثبات قاعدة زنجيره    اين

)براي آنكه مشتق     )( )xfog        را بگيريم كافي است در مشتق f    مقدار( )xg  را قرار دهيم و سپس حاصل 

  .رد نظر ضرب كنيم در نقطة موgرا در مشتق 

)مشتق  .مثال )232 +xاي و بدون آن حساب كنيد  را با قاعدة زنجيره.  

  .حل
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( ) 1282322 +=×+ xxاي            با قاعدة زنجيره  

2مشتق                                                           3x 32 با فرض 2x: مشتق                   + += xx  

2sinمشتق  .مثال xرا بگيريد .  

  .حل

( )2 2 2sin x cos x x
′

= ×  

xxمشتق  .مثال sin+را بگيريد .  

  .حل
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 يـك  f−1 مشتق تابع معكوس اي بدست آورد    ز روي قاعده زنجيره   توان ا   ياز جمله قواعدي كه م    

  .است  fتابع برحسب مشتق خود 
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) تابع معكوس در نقطة يعني مشتق )xy ) برابر معكوس مشتق خود تابع در نقطة , )yx   . است,

نشان دهيد مشتق  .مثال
1
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  .ميا  است منتها بطور صريح از قضية تابع معكوس استفاده نكردهشيوة قبلاين همان 

qfايم كه براي تابع  م تا به حال اثبات كردهيبا قضيه قبلي كه اثبات كرد   x=  كـه Qq  اسـت  ∋

( ) 1q qx q x −′
 زيرا هر =

n
mq   . خواهد بود=

)ق مشت .مثال )x1sin   شود؟  چه مي−

  .حل

( )

( )

1

2 2

1

1 1 1

1 1

y sin x x sin y

x sin y cos y y

y
cos y sin y x

−= ⇔ =

′′ ′= = =

′⇒ = = =
− −

  

كـافي  . چيزهايي بود كه براي محاسبات خود لازم داريـد          تمام آن  تقريباً آنچه كه از قواعد گفتيم     

گيـري برايتـان    يد تا مشتقاي استفاده كن الخصوص از قاعدة پركاربرد زنجيره علي است كه تمرين كنيد و   

  .ه ضرب و تقسيم شودچيزي مشاب

  . هستند و بين آنها رابطة خاصي برقرار استxفرض كنيد چند تابع داريم كه همه مثلاً تابع 

 اي قاعده زنجيره



)   مثلاً ) ( )( ) ( )2
f x sin g x h x= +  

  اي بين مشتقاتشان برقرار كرد؟ توان چيزي در مورد رابطه آيا با داشتن اين اطلاع مي

   طبيعي است وقتي رابطة فوق برقرار باشد رابطة

                                                                               ( ) ( )( ) ( )2
f x sin g x h x= +∆ ∆ ∆  

  : بايد براي مشتقات هم برقرار باشد  همان رابطه∆xهم برقرار است پس عملاً صرفاً با يك تقسيم بر

                                                                                         ( ) ( ) ( )2d f x d sing x d h x
d d x dx

= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f x cos g x g x h x h x′ ′ ′= +  

  .دست آوردباي  توان باز از اين معادله مشتق گرفت و براي مراتب بالاتر هم  رابطه همينطور مي

  شود؟ چه مي ln (x)مشتق  .مثال

  .حل
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)كه  بينيد    مي ) 1ln( )x
x

 است و اين نشان از آن است كه هر چه در تابع جلو برويم مقدار تابع               =

 گـر چـه در بينهايـت مقـدارش نيـز      .يابـد  يابد تا اينكه در بينهايت ديگر تغييري نمي   ندتر افزايش مي  كُ

  .بينهايت است



ايـن بـه چـه      . الرشـدتر اسـت      سريع nx از هر    xe. ستالرشد ا    بسيار سريع  xeبطور معكوس   

  معناست؟ به اين معناست كه 

                                                                                                                        lim 0
n

x
x
e
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  :ندتر است يعني كnxُ از هر  ln(x)و همچنين 

                                                       lnlim 0n
x

x
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توانيم با  ايم مي گيري را ياد گرفته توان محاسبه كرد حال كه مشتق ا چنين حدودي را چگونه مي     ام

  .اين نوع حدها را محاسبه كنيم  3اي موسوم به قاعده هوپيتال قاعده

limگويد اگر  اين قاعده مي ( ) , lim ( )g x f x صفر شود آنگاه ،:  
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limهمچنين اگر  ( ) , lim ( )g x f x  ،±∞شود، آنگاه :  
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limحدود  .مثال , limx
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θ

θ
  .هوپيتال حساب كنيدرا با قاعده   

  .حل
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x → ∞ 

x → ∞ 

x a→ x a→ 
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0θ → 0θ → 
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x a→ x a→ 

0θ →
 

x → ∞
 

x a→ x a→ 



در مورد 
n

x
x
e

  : بار مشتق بگيريم آنگاهn كافي است از صورت و مخرج 

!lim lim 0
n

x x
x n
e e

= =  

lnدر مورد x
x

  : خواهيم داشت

1lnlim lim 0
1

x x
x

= =  

  

                                                

1  Chain rule   

2  Differential  

3  ,l Hopital  

x → ∞ x → ∞ 

x → ∞ x → ∞ 


