
. ايم را ارائه دهـيم      خواهيم كاربردهاي مشتق و قواعدي را كه براي آن بيان كرده            در اين بخش مي   

يعني مـشتق را آهنـگ تغييـرات    . اي تعريف كرديم اي با سرعت لحظه     اگر يادتان باشد مشتق را به گونه      

  .خصوص در مكانيك استترين كاربردهاي مشتق ب  از اساسياين. ناميديم

  :1تغييرات هايآهنگ

 آنهـا از   اي فاصـله  در لحظـه  . ل حركت هـستند    دو متحرك عمود بر راستاي يكديگر در حا        .مثال

kmسرعت هر كدام هم   .  كيلومتر است  4 و   3تقاطع مسيرشان 
h

فاصله اين دو متحرك بـا چـه        .  است 30 

  كند؟ آهنگي نسبت به زمان تغيير مي

  

y
d

x

  

  

  .حل
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  گيري طبق قواعد مشتق

                                                

1  Rate 
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اي  كنـد بگونـه   اي شروع به افتادن مي با ضربه.  به ديواري تكيه داده است   lنردباني به طول   .مثال

  .كه دو طرف آن از زمين و ديوار جدا نشود
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 &xروي پايـه آن روي زمـين     هستند و سرعت پيش    y و   xكه نقاط اتكا آن با زمين و ديوار           هنگامي

  ود؟چقدر خواهد بود؟ سرعت مركز آن چگونه خواهد ب) سرعت سر آن روي ديوار (&yباشد 

  .حل
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0دانيم كه  ا ميام=l&پس. يابد  است زيرا طول نردبان تغيير نمي :     
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له نويسيم آنگـاه ديگـر مـسئ      مي xو    yحسب  مركز آن ابتدا مختصات مركز را بر      در مورد سرعت    

  :شود ساده مي
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 Q داريم كه از انتهاي آن مايع درون آن بـا سـرعت        θتانكري مخروطي شكل با زاويه رأس        .مثال

 است، سطح مايع با چه سـرعتي در تـانكر   hدر زماني كه ارتفاع مايع در آن    . شود  ليتر بر ثانيه خارج مي    

  رود؟ پايين مي

  

h
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  :آوريم ي بدست مθ و hحسب ا حجم مايع موجود در تانكر را برابتد .حل
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  :2تابع مقادير فرين

اگر تابع . مينيمم استيمم يا   كزمقادير اكسترمم يا فرين همان جاهايي هستند كه تابع مقدارش ما          

پـس بـراي   . پذير باشد آن وقت قطعاً در نقاط اكسترمم شيب تابع صفر است  در نقاط مورد بررسي مشتق    

)     :  كافي است مشتق تابع را مساوي صفر قرار دهيمبدست آوردن طول اين نقاط  ) 0ef x′ =  
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2  Extreme Values 



 متصل شـده  R به مقاومت بيروني  rو مقاومت داخلي    εدر مداري كه باتري با نيروي محركه       .مثال

  : از رابطةRباشد مقدار توان مصرفي توسط 

                                               
2

2
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ε = =  + 

  

  شود؟) يممماكز(د كه مقدار اين توان بيشينه اي داشته باش  چه رابطهr با R. آيد دست ميب

  : مشتق بگيريم و آن را مساوي صفر قرار دهيمP(R) كافي است از .حل
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اگر به . كشد  از باتري ميR با مقاومت دروني باتري يكي باشد بيشترين توان را R كه يتحالپس در

  .نيد كه اين نقطه يك ماكزيمم استبي نيد مي نگاه كRبرحسب   Pنمودار 
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    قدار تواندر اين نقطه م
2

4mP
r

=
ε باشد مي.  



  :بهينه سازي

سازي   است، بهينه ) مقادير فرين ( از بحث قبلي     اند  از ديگر كاربردهاي مهم مشتق كه نشأت گرفته       

  .شود اين كه به ازاي چه مقاديري كميتي كه مورد نظر ماست كمينه و يا بيشينه مي. است

 سـاخته   lم داشته باشيم كه از يك مفتول سيمي به طول           خواهي   فرض كنيد مستطيلي مي    .مثال

  .شود اضلاع مستطيل چه مقدارهايي را داشته باشند كه سطح داخل مفتول سيمي بيشينه شود مي
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بايست  يشينه ميدر حالت ب. قدر تغيير دهيم تا مساحت بيشينه شود را آنa ,   bحال فرض كنيد 

  . نسبت به تغييرات هر كدام صفر شودSمشتق 
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 در ابتدا مستقل باشند و در نهايت شـرط ثابـت بـودن طـول     b و aتوانستيم حتي فرض كنيم    مي

  .مفتول را روي آنها بگذاريم
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هاي نـسبي در توابـع چنـد    روش آخر را بعدها بطور مفصل در بحث مشتق   . ش هم ارزند  هر سه رو  

  .متغير بسط خواهيم داد

بـا  (اي شـكلي      خواهيم با آن قوطي اسـتوانه        مقدار مشخصي ورق آلومينيومي داريم كه مي       .مثال

  ا مقدار حجم قوطي بيشينه شود؟ابعاد قوطي چه نسبتي با هم داشته باشند ت. بسازيم) دربهايش
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 باشد يعني ارتفاع و قطر استوانه يكي باشد مقدار حجم حاصل از مقـدار  rپس اگر ارتفاع دو برابر   

  .مشخصي ورق آلومينيومي بيشينه است

  :دكارت_  قانون اسنل .مثال

  .اده از اصل فرما بدست آوريدنور با استف  قانون اسنل دكارت را در مورد شكست

  

 دو طرف قوطي بدنه قوطي
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كند كه كمينة زمان عبور را       گويد كه نور همواره بين دو نقطه مسيري را طي مي             اصل فرما مي   .حل

 سرعت نور )1(در محيط   . از آن بگيرد  
1

1 n
CV  سرعت نور )2( و در محيط =

2
2 n

CV چنانچـه  .  است=

)پرتوي خروجي از نقطة    )1 1x , y       در جايي به سطح مشترك بخورد كه زاويه فرودiθ باشد و اين پرتو با 

rθ    خاص خود به نقطة ( )22 , yx  يعني  (بايست نقطة برخورد       برود ميiθ اي باشد كـه مـدت        بگونه)  آن

) شده در اين مسير از زمان طي )11 , yx به ( )22 , yxكمينه شود .  
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12: ثابت)     ستاي موازات فصل مشتركفاصلة دو نقطه در را( xxX −=  

21   : ثابت)  فاصله تا فصل مشترك( , yy21:            ثابت yyY −=  
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  3تقريب خطي

  

a

a

(  )  af

a

(     )  a+f
f(a)

x  

  

)اگر تابع    )xf   را حول مثلاً نقطة ax  به اندازة كافي بزرگ كنيم خواهيد ديد كه شكل تابع در =

ر منحنـي            شيب خط راستي مي    aحوش  و  حول   )شود كه شيبش، شيب خط مماس بـ )xf     در آن نقطـه 

زرگنمايي به  بررسي كنيم اين بaهايي حول و حوش تاδ يعني برايaوقتي ما تابع را حول و حوش   . است

سـمت  ه  را روي نمودار اوليه نظاره كنيم مقدار بسيار كوچكي را خواهيم ديد كه ب      δمعناي آنست كه اگر   

  .شود صفر نزديك مي

  δ≅0از روي شكل پيداست كه براي در حال حاضر 

( ) ( ) ( )f a f a f a′+ δ ≅ + δ  

                                                

3  Linear Approximation 

 شيب خط مماس   



  .گويند  ميaدر حول نقطة   fتابع به اين تقريب، تقريب خطي 

  :يعني. طور دقيق صحيح استرود اين رابطه ب  ميδ→0اگر دقت كرده باشيد وقتي كه 

( ) ( ) ( )
0

lim
f a f a

f a
δ→

+ δ −
′ =

δ
  

هم اين تساوي را بعنوان مقـدار تقريبـي   ) كوچك (δ≅0ايم اين است كه براي  كاري كه ما كرده   

  .ايم ح در نظر گرفتهصحي

   تقريباً چقدر خواهد شد؟26 جذر .مثال

  .حل
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  :كنيد خواهيد ديدباگر اين مقدار را با مقدار دقيق مقايسه 

                                                                                                 ( ) 01/01/526 2 =−  

  )البته با گرد كردن عدد. (كند كه دقت مناسبي تا دو رقم بعد از اعشار را تضمين مي

ست كه تواند بشود آن   الي كه مطرح مي   ؤسا  امδ   چقدر كوچك بايد باشد تا دقت مورد نظـر مـا را 

  . اي خواهد بود  تا چه مرتبهδحسب به تعبيري خطاي اين محاسبه بر. دتأمين كن

  :توان تخمين زد  را ميطبق قضيه مقابل اين خطا



) به مقدار تقريبي xفرض كنيد مقدار تابع در نقطه        ) ( ) ( )axafaf  در نظر بگيـريم آنگـاه   +′−

   وجود دارد كه a و x بين Xاي به طول  نقطه

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
axXfaxafafxf −

′′
  )خطا  (−−′−=

   خواهيم داشتδبه بيان

( ) 2

2
f X′′

= δخطا    

fحال اگر مقدار بيشينة ممكن براي    در نظر بگيريم قطعاً a تا x را در بازة ′′

)يممماكز ) 2

2
mf X′′

≤ δخطا    

)مثلاً در مثال قبلي           ) 1 1
4

f x
x x

′′ = −  

= aاش در حالت  يشينه مقدار ب26 تا 25در فاصله    افتد   اتفاق مي25 

( ) ( )1 0 / 002 26 0 / 001
100 5

f X′′ = = ⇒ ≤
×

  

  )البته با گرد كردن(تواند باشد   كه ما اعلام كرديم تا سه رقم بعد از اعشار مي26پس دقت جذر 

001/0100/526 ±=  

101/526099/5اين عبارت به ايـن معناسـت كـه قطعـاً                 :  رقـم  5 مقـدار دقيـق تـا        ≥≥

09902/525   . است كه با نامساوي فوق تطابق دارد=

  :پس با توجه به آنچه اين قضيه گفت خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
f X

f a f a f a
′′

′+ δ = + δ + δ  

 خطا
 



  :نويسند گاهي اين را به فرم مقابل مي

( ) ( ) ( ) ( )2
f a f a f a′+ δ = + δ + δΟ  

)به معناي آن است كه        Ο4نماد   ) 22 δδ K≤Ο
 ثابتي وجود دارد كه بـه ازاي آن     Kيعني حتماً   . &

  .تر خواهد بود كوچك2δK باشد از Οمقدار باقيمانده كه 

): مرتبة دوم است   به اصطلاح ديگر دقت تقريب فوق تا       )2δΟ) .Ο ـ   مي   يـا   order مخفـف    دتوان

  .تر تقريب را خواهيم ديد هاي تيلور حالت كلياي در بحث چند جمله)  مرتبه باشدهمان

  5هاي تيلوراي چند جمله

طبيعتاً اگر مـثلاً جـاي خـط    .  تقريب زديم  aحوش نقطة   و  در بخش قبلي تابع را با يك خط حول          

 ـ. تر خواهد شـد  و دقيقهتر نتيجه ب. ام تقريب بزنيمnاي درجه   چند جمله…منحني را به سهمي و يا     ا ام

 بـدانيم ولـي بـراي       25 ما مقـدار تـابع را در         26دليل اين كارها چيست؟ ممكن است مانند مثال         

 ـ         يكي از آن روش   . دنبال روشي باشيم  طور مستقيم    ب 26محاسبة   ة ها بسط تابع مـورد نظـر حـول نقط

زيـرا  . توانيم حساب كنيم ها را به راحتي مياي ايست زيرا ما چند جمله د جمله اين بسط چن  . مشخص است 

اند و داراي الگـوريتمي مـشخص     برروي اعداد اعشاري تعريف شده…توان و  انند ضرب، جمع،    اعمالي م 

  :پس هدف ما چنين است.باشند مي

( ) ( );nf a P a+ δ ≅ δ  

                                                

4  Big-O notation  
5  Taylor polynomials  
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در . كنـيم  كند مشخص مي  تعيين ميaاي كه ضرايبش را   حسب چندجمله يعني ما مقدار تابع را بر     

= nمورد تقريب خطي  1 بود يعني1  1P b b= + δ
o

)كه   ) ( )1 ,b f a b f a′= =
o

  

كنيم خواهيم داشتب ي رااگر چنين فرضا ام:  
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) مشتق بگيريم Kطور تا مرتبه  و همين )nk≤خواهيم داشت :  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3
!

K
K

K K
f a

f a K b b
K

= × ×⋅⋅ ⋅× ⇒ =  

) a در نقطة   fم  اُ nش منطبق بر مشتق      اُم n تا مشتق مرتبه     nPاي    پس چند جمله   )0=δ خواهد 

  :ماند بحث خطاي اين محاسبه مي. بود

( ) ( ) ( );n nf a P a E+ δ = δ + δ  

  :قبلي مقدار اين خطا برابر است بااي مشابه حالت   ق قضيهطب



))            6قضية تيلور( )
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f X
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+
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  : خواهيم داشتΟبا بيان.  استδ+a و aاي بين   نقطهXكه 

( ) ( ) ( )1; n
nf a P a +

+ δ = δ + δΟ  

  :رح زير استبسط چند سري از توابع پركاربرد به ش
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eاگر به بسط آخريعني بسط     δ          گيري بـراي      دقت كنيد، اين همان بسطي است كه در بخش مشتق

  .اين بار منتها از طريق بسط تيلور.  بدست آورده بوديمeδتابع
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6  Taylor's theorem   


