
  :گيري روشهاي انتگرال

  . طور مفصل در مورد مفهوم و تعريف انتگرال بحث شددر بخش قبلي ب

) تابع اوليه(پيدا كردن تابعي كه  است يعني  1گيري گيري در اصل پادمشتق ديديم كه انتگرال

  .مشتق آن انتگرال ده را بدهد

( ) ( )( ) ( )dF xf x dx F x C f x
dx

= + ⇔ =∫  

ا بحال ت. ها را بگيريدبا آن بتوانيد بعضي انتگرالم تا يكنم روشهايي را بيان يخواه در اين فصل مي

  :ايم انتگرالهاي زير را گرفته

1−≠r ؛ 
1

1

r
r xx dx C

r

+
= +

+∫  

          

1

x x

dx ln x C
x

e dx e C

sinxdx cosx C

cosxdx sinx C

= +

= +

= − +

= +

∫

∫

∫

∫

  

د آموزيد انتگرال توابع بيشتري را بتواني اده از قواعدي كه در اين فصل ميماند با استف حال مي

  .بگيريد

  :ميكن ر در بخش قبل بحث شد باز مرور ميدر مورد تغيير متغي

                                                

1  Antidiffrentiate 



( )( )  ( ) ( ) ( )F g x g x dx F g dg F g C′ ′ ′= = +∫ ∫  

  اگر بخواهيم انتگرال

dxxf∫ )(  

) را بگيريم و تغيير متغير )u u x=را انجام دهيم :  

( )

( ) ( )( )
( )

du u x dx

f x f xf x dx u dx du
u u x

′=

′= =
′ ′∫ ∫ ∫

  

بايد بتوان 
)(
)(

xu
xf

′
  : نوشتuحسبا برر 

))((
)(
)( xuh

xu
xf

=
′

  

∫ ∫=⇒ duuhdxxf )()(  

  مناسبي پيدا كنيم كه انتگرالuافتد آنست كه ما بايد  آنچه كه در مسائل اتفاق مي
u
fuh
′

 ساده )(=

  .باشد

  شود؟ چه مي tanx انتگرال.مثال

  .حل

sinxtanxdx dx
cosx

=∫ ∫  

dcosxدانيم كه  مي sinx
dx

= u پس− cosx= كنيم انتخاب مي.  

ln cosx C= − +ln u C= − +
sin xdx dcosx du
cosx cosx u

−
⇒ = − = −

−∫ ∫ ∫             



  .توان نشان داد و با همين شيوه مي

cotxdx ln sinx C= +∫  

 انتگرال.مثال
2xxe− شود؟ چه مي  

2بهترين كار آنست كه  .حل
2 xuxdxdu −=⇐−=     

21
2

xe C−= − +

 
2 21 ( )

2
xe d x−= − −∫

∫∫∫ −−=
−

−
=

−
−

− )2(
2
1

2
2 2

2
2

xdxedxxedxxe x
x

x  

θhx)(كنيم مثلاً   يعني فرض مي استر متغير بگونه معكوسبعضي اوقات تغيي آنوقت انتگرال  =

  :نويسيم  ميθرا برحسب

( ) ( ( )) ( ) ( )( ) ( ) f x dx f h dh foh h d′= =∫ ∫ ∫θ θ θ θ θ  

  .دهد ضي اوقات اين روش است كه جواب ميكه معكوس كارهاي قبل است بع

2 انتگرالهاي .مثال 2

1 1 ,  
1 1x x+ −

  . را بگيريد

2 در مورد اول اگر.حل
1 xx =−⇐  بگيريم=− xdxdu ux كه 2 −±= 1  

du
uu

dx
x −

±−=
−

⇒ ∫∫ 1
11

2
1

1

1
2

  

  .شود كه چيز بدرد بخوري نمي



x                                                                                          :  د كار معكوس را انجام دهيميبياي sinθ=  

2 2 21 1 ;x sin cos dx cos dθ θ θ θ⇒ − = − = =  

1)1(0اشكال است زيرا     توجه كنيد اين تغيير متغير بي      2
>−⇐< xx   انتخـاب  كـه بـا x sinθ= و 







 −∈

2
,

2
ππ

θ تمامxشوند ها قابل قبول ايجاد مي.  

                                                                         
2 2

1

1

cos d cosdx d
cosx cos

θ θ θ
= = θ

θ− θ
∫ ∫ ∫  

در بازه مورد بحث يعني 





−

2
,

2
ππ  ،0cosθ    است پس<

2
1

1

dx d C
x

θ θ= = +
−

∫ ∫  

)1دانيم كه    جايگذاري كنيم، ميx را بايد برحسب θحال )sin x x sinθ θ−= ⇐ =  

  پس

1
2

( )
1

dx sin x C
x

−= +
−

∫  

21در مورد 

1

x+
   بنظرتان چه نوع تغيير متغيري مناسب است؟

2 2(1 ) (1 )x tan dx dtan tan d x dθ θ θ θ θ= ⇒ = = + = +  

 قطعاً xچون به ازاي هر اينجا هم 





−∈

2
,

2
ππ

θبطور يكتا موجود است تغيير متغير بلامانع است :  

2

2 2
1

1 1
dx x d d C

x x
θ θ θ

+
= = = +

+ +
∫ ∫ ∫  

1كه       1( )      ( )tan x C tan xθ− −+ ⇐ =  



∫ انتگرال .مثال
−

−
21 x

dxشود؟   چه مي  

   طبق مثال قبل واضح است كه .حل

1
2 2

( )
1 1

dx dx sin x C
x x

−− = − = − +
− −

∫ ∫  

ا اگر يادتان باشدام:  

( )

( )

( )

1

1
2

1
2

( ) ( )

( ) 1 1

1 1( )
1

1( )
1

y cos x cos y x

cos y sinyy

y cos x
siny cos y

cos x
x

−

−

−

= ⇒ =

′ ′⇒ = ⇒ − =

′
′⇒ = = − = −

−

′
= −

−

  

  پس بايد

1
2

1 ( )
1

dx cos x K
x

−− = +
−

∫  

  است؟ اين چگونه ممكن .شود

  .Cم نه ي نوشتKانتگرال دوم را ، گيري ده باشيد ثابت انتگرالاگر دقت كر

) :  ثابت      تابع اوليه يك تابع باشند بايد,FGاگر يادتان باشد اگر دو تابع  ) ( )F x G x C− =  

)1پس حتماً فرق  )sin x− 1 با( )cos x−در يك ثابت است .  

  :دانيم كه مي

[ ]π,o∈y                1( )y cos x−=  



                                        x cosy=  

ا ام                                                                                                                       
2

cosy sin yπ = − 
 

  

  

y

-y

cos y

sin( _  -y)
2

  

  

1

2

( )
2

x sin y

y sin x−

 ⇒ = − 
 

⇒ − =

π

π

  

]كه چون    ]π
πππ ,
222

o∈⇐+≤





 −≤− yy 1 و با بردsin   .همخواني دارد −

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

cos x sin x cos x sin x− − − −⇒ − = ⇒ = − +
π π  

: زديم فرق اين دو تابع صرفاً يك ثابت است يعني كه همانطور كه حدس مي
2

K C+ =
π  

 انتگرال .مثال
21

1

x+
  شود؟   چه مي



xاگر اين بار هم  .حل tan= θ 21 آنگاه انتگرال به tan dθ θ+∫فعـلاً بـا   شـود كـه    بديل مـي ت

  ي بدهيم؟  متغيرپس چه تغيير . بگيريمتوانيم  روشهاي كنوني آن را نمي

  .ميكن ربوليك را به فرم زير تعريف مي و كسينوس هيپ2توابع سينوس هيپربوليك

  

     
( )

2

( )
2

x x

x x

e esinh x

e ecosh x

−

−

−
=

+
=

             

cosh(x)

sinh(x)

y

x

1

           

  :استزير  خوبي اين تعاريف در خواص

( )

( )

( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

1 1( ) 2 4 2 1 ( )
4 4

( ) ( ) 1

x x x x

sinh x cosh x

cosh x sinh x

cosh x e e e e sinh x

cosh x sinh x

− −

′ =

′ =

= + + = + − + = +

− =

  

)حال كافي است در انتگرال  )x sinh θ=    

21

dx cosh d C
coshx

θ
θ θ

θ
⇒ = = +

+
∫ ∫  

                                                

2  hyperbolic 



                                      1( )sinh x C−= +  

  .توان نشان داد به همين صورت مي

1
2

( )
1

dx cosh x C
x

−= +
−

∫  

  انتگرال توابع گويا

dxل با انتگرالهايي مشابه در مسائ
x

xx
∫

−

+−

1

13
4

3
 اين تابع توابع به توابع مشابه. خوريم زياد برمي 

  :  به فرمQيعني اگر تابع. گويند ميگويا 

)(
)(

)( xP
xP

Q
m

n
x =  

nmتعريف شود كه  PP هدف از اين .  تابع گويا گويندQ باشد آنگاه به ,nmهايي از درجه اي چند جمله ,

  : پيدا كردن راهي كلي براي محاسبه چنين انتگرالهايي استقسمت

                                                                                                    dx
xP
xP

dxQ
m

n
x ∫∫ =

)(
)(

)(  

 كه خود   تقسيم كنيم تا خارج قسمت،mP را بر nPرسد آنست كه  اولين كاري كه به ذهن مي

  :گيري شود ه سادگي انتگرالاي است، ب چند جمله

                                                     ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

n l
x k

m m

P x R xQ P x
P x P x

= = +  

lkكه RP , ه بديهي است ك.  هستند,lkهايي از درجهاي چند جمله,  l m k n<  كار ين ابا.  هستند>

  . استاي صورت هم كاهش درجه يافته ساده است و چند جمله kPشود زيرا انتگرال  تر مي مسئله ساده



 انتگرال .مثال
3

2

−x
xرا بگيريد :  

  .حل

2
3 ln 3

2
x x x C= + + − +

9( 3)
3

x dx dx
x

= + +
−∫ ∫

dx
xx

xdx
x
x

∫∫














−
+

−
−

=
− 3

9
3
9

3

22
     

 حاصل   x−3 بر   2xدر مثال فوق با تقسيم كردن     







−
++

3
93

x
x   كـه انتگـرالش را بلـد        شد

له ما   البته پيداست كه ابتدا در هر مسئ      . بوديم
m

n
P
P     ـ   تا جاي ممكن ساده مـي   عوامـل   ي تمـام  كنـيم يعن

  .دهيم در نهايت فرآيند قبل را انجام ميكنيم و  مشتركشان را حذف مي

∫ماند محاسبه  حالا مي dx
P
R

m

l.       )   :  كهml <(   

درجـه  هاي درجه يك و     اي  وان به حاصل ضربهايي از چند جمله      ت  را مي  mPاي مانند  هر چند جمله  

   : آنگاهαη باشد با تكرار αaهاي داراي ريشه o=)(xPmاگر . دو تبديل كرد

( ) ( ) ( )m jP x P x x a αη
α

α
= −∏  

∑كه  ≤ mαη است و  ∑−= αηmj . ًطبق قضايايي قطعاj عدد زوجي خواهد بود .  

ضرب توان حاصل  را مي اين جمله. اي ندارد ايست كه هيچ ريشه چند جملهxPj)(در اصل 
2
j چند 

  :جمله درجه دوم بدون ريشه نوشت

2( ) ( ) ( )mP x A x b x c x a αηβ
β β α

β α

∈⇒ = + + −∏ ∏  



  .ابع گويايي را تفكيك كردتهر شود  دارد تفكيك كسر است يعني آنكه ميبحث ديگري كه وجود 

ه حاصلـضرب     ) مخـرج  (mPپذير است به اين صـورت كـه چنانچـه         طبق قضايايي اين امكان    را بـ

  :گاهه شد بنويسيم آنعواملش بفرم آنچه كه گفت

( )
( ) 2

1 1
    

( )
j jin l

x k k i j
i jm m

B x CAP RQ P P
P P x b x cx a

∈

= =

+
= = + = + +

+ +−
∑ ∑ ∑ ∑

αη β β βα

α β β βα

  

)2       :كه )  ( )mP x a x b x c ∈= − + +∏ ∏αη β
α β β

α β
     

2وق بتوانيم انتگرالهاي پس كافي است پس از انجام اعمال ف  ,  
( ) ( )

j j i
j i

B x C A
x b x c x a

β β α

β β α

+

+ + −
 را 

  .بگيريم

1

ln                      1
1

1 1( )      1
1 ( )

i

i

x a i

dx
x a i

i x a −

 − =

= 
 −  ≠  − − 

∫  

ا انتگرال تابع درجه دوم را چگونه بگيريم؟ام  

42

22 bcbx −+





 +=

4
))

2
(

2
2(

2
222 bcbxbxcbxx −+++=++  

2براي حالتهاي ما چون معادله ريشه ندارد قطعاً 
4 bc −<o است و <

4

2
bcاست .  

           








−=

=

24

2
4

c

b

ρ

222           كه               )4( ρ++=++ xcbxx  

4حال    x tanρ θ+ 4x   يا  = tanρ θ= −  



jjj
xx

x

cbxx

x







 ++

−
+







 ++

+
=

++

+

22222
)4(

4

)4(

)4(2
2
1

)( ρ

γ

ρ

γ  

( )
2 2

2 2 2 2 2

( 4)1 4
2( ) ( 4) ( 4)

j j j

d xx dxdx
x bx c x x

 + ++  = + −
+ +    + + + +   

∫ ∫ ∫
ργ

γ
ρ ρ

  

2 2

12 2

1 ( 4) ; 1
2

    
1 1 1 ; 1
2 1 ( 4)

j

ln x j

I

j
j x

ρ

ρ
−

 + + =

= +
 ≠ −  + +  

  

[ ]
2 1 12 2 2

4 4( 4)
1 1

j j jj

d tan dI
tan tan

ρ θ γ θ
γ

ρρ θ θ
− −

− −
= − =

   + +   

∫ ∫  

                                 ا      ام  

2
2

2 2
11 1 sintan

cos cos
θ

θ
θ θ

+ = + =  

)2.                                    استj≤1كه 1)
2 1

4 j
jI cos d−
−

−
⇒ = ∫

γ
θ θ

ρ
  

  .ميسپار محاسبه اين انتگرال را به بخشهاي بعدي مي

dx .مثال
xxxx

x
∫

+−+−

+

1222

13
234

2
  شود؟  چه مي

  .آوريم  مخرج را به فرم استاندارد در مياي ا چند جمله ابتد.حل









 +−+






 +−=+−+− 1221222 2234234 xxxxxxxxx                                

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 2 2 22 1 2 1 1 1 1 1x x x x x x x x x x= − + + − + = − + − = + −  

  :حالا نوبت تفكيك كسر است

    
( ) 1)1(111

13
2

1111
2

2111
22

2

+

+
+

−
+

−
=

−





 +

+

x

CxB

x

A
x
A

xx

x  

21Aبه سادگي با ضرب طرفين در( )21−x1رار دادن  و ق=xآيد  بدست مي:  

2
2
4

11

13
2

2

21 ==
=+

+
=

xx

xA  

  :حال داريم

( ) ( )

( ) 1111

1

111
2

11

13

2
111111

2

2
111111

222

2

+

+
+

−
=

−





 +

+

+

+
+

−
=

−
−

−





 +

+

x

CxB
x
A

xx

x

x

CxB
x
A

xxx

x

  

  :دهيم   قرار ميx=1  ضرب كرده و x−1 طرفين را در 11Aبراي

1
11

1
211 =

=+

+
=

xx

xA  

  و در نهايت 

                            
( ) 11

1

11

1
2

1111
2 +

+
=

−
−

−





 +

+

x

CxB
xxx

x  



    o=−=
+

+
=

+

−
⇒ 11112

1111
2 ;1;

11
CB

x

CxB

x

x  

  :توان از سمت راست به چپ رسيد براي چك كردن مي

( )

( ) ( )

( ) 





 +−

−−





 +−+






 +

=
+

−
−

+
− 11

11112

11
1

1
2

22

222

22
xx

xxxxx

x

x
xx

  

                     
( ) ( ) ( )( )

2 3 2 3 2 2

2 22 2
2 2 1 2 3 1

1 1 1 1

x x x x x x x x

x x x x

+ + − + − − + − +
= =

− + + −
  

  :حالا داريم. كه همان كسر ابتداست

( ) ( )
dx

x

x
xx

dx
xx

x
∫∫ 











+
−

−
+

−
=

−





 +

+

11
2

1
1

11

13
2222

2
  

                          

( ) ( )
2

3 2 3
2 1 1 2  2 1 11 1 1
3 2 3 211 1

x dxln x ln x ln x C
xx x

= − − − = − − − + +
+− −

∫  

  شود؟ چه مي secx انتگرال.مثال

1 
cos

secx dx dx
x

=∫ ∫  

 نوشـت و    sinxحـسب تـوان مخـرج را بر       در صورت و مخرج ضرب كنيم مي       cosxاگر يك  .حل

  .ن در صورت خواهد بودمشتق آ

     u sinx=                              2 2 21 1
cosx cosxdx dsinxdx

cos x sin x sin x
= =

− −
∫ ∫ ∫  



( )( )2

1 1
1 12 2 1 1

1 1 1 1 2 21
du du du ln u ln u C

u u u uu

 
 

= = = + = − − + + + − + − +−  
 

∫ ∫ ∫  

                                                                 
2

1                               :-1 u 1
1

1

1

1

uln C
u

uln C
u

sinxln C
cosx

ln secx tanx C

+
= + ≤ ≤

−

+
= +

−

+
= +

= + +

  

) انتگرال.مثال ) ( )cos ax sin bxشود؟  چه مي  

  .حل

                                          [ ]( ) [ ]( )( )1( ) ( )
2

cos ax sin bx sin a b x sin b a x= + + −  

                                   ( ) ( ) [ ] [ ]1
2

cos a b x cos b a x
cos ax sin bx C

a b b a
 − + −

= − + 
+ − 

∫  

  [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }
2 2

1
2

b cos a b x cos b a x a cos b a x cos b a x
C

a b

+ + − + − − +
= +

−
  

ab ≠               2 2
    a sinax sinbx b cosax cosbx C

a b
+

= +
−

  

baبراي حالت  =  

( ) ( )

( )

1 2
2

1 cos 22
2 4

cos ax sin ax sin ax

axsin ax dx C
a

=

⇒ = − +∫

  



  3ء به جزءانتگرال جز

   را بگيريم، چه بكنيم؟xxeفرض كنيد بخواهيم انتگرال

xdxexاگر . تواند مفيد باشد  كه در اين موارد تغيير متغير ميقبلاً ديديد
2

2
  . را در نظر بگيريم

∫∫ =
2

2

2

dxedxxe
x

x  

dxede                                      شود كار ديگري كرد  مين انتگرال هم چندان جالب نيستكه اي xx
==  

                                                                                  ∫∫ =⇒
xxx

deedxxe )ln(  

  .كه اين انتگرال را هم بلد نيستيم

  .شد توابع بدست آورد شايد مشكل حل ميشد رابطه خوبي براي حاصلضرب  اگر مي

∫ = ?fgdx  

  :گيري داشتيم از قواعد مشتق

( ) udvvduuvd +=  

                                                                                                                 .          فرض كنيد
dx
duffg =  

=∫يعني  gdxu آنوقت    

∫∫∫∫ ==′= fdudx
dx
dufdxuffgdx  

                                                

3 Part by Part   



  طبق قاعده مشتق حاصلضرب

∫∫ ′−=−= dxfufuudffu∫ ∫∫ −= udffudfdu )(  

  . گويندء به جزءبه اين قاعده، قاعده جز

اصلـضرب  تق حتوجه كنيد اولين گام شبيه تغيير متغير بود منتهي در ادامـه بـا اسـتفاده از مـش      

 g)( يكـي از توابـع  در اين عمل از. دهيم نويسيم و تغيير متغيري نمي مي xحسب همچنان انتگرال را بر 

)(شود و از ديگري    انتگرال گرفته مي   f اگر.  مشتقfg,تـر   صل سـاده ب انتخاب شوند انتگرال حا مناس

  .تواند باشد مي

  شود؟  چه ميln(x( انتگرال.مثال

  .حل

xxxdx
x

xxx −=−= ∫ ln1ln( )    lnx dx d x lnx x d lnx= −∫ ∫ ∫                      

xu بود و g=1در اين مثال =.  

x انتگرال.مثال
ex

  د؟شو  چه مي2

2 ?xx e dx =∫  

   بگيريم؟f وg در اينجا چه چيز را .حل

,2اگر  xgef x
   بگيريم آنگاه==

∫−= dxexxe xx
33

33
∫∫∫ 













−














==

xxxx
dexxedxdedxxe

333

333
2  



2شود پس بهتر است    كه كار خرابتر مي     ,  xf x g e=  چيزي باشـد كـه      fاغلب بهتر است  . گيريم ب =

  .گيري مشتقش صفر شود يا به همان تابع اوليه تبديل شود بعد از چند مشتق

( )2 2 2 2

2 2

x x x x

x x

x e dx x de d x e e dx

I x e xe dx

= = −

= −

∫ ∫ ∫ ∫

∫

  

, دهيم، يعني  هم اين روش را ادامه ميxxeحال در مورد  xf x g e= =  

2 2 2x x xx e xe e C= − + +






 −−=−= ∫∫ dxexeexxdeexI

xxxxx
22

22  

axe انتگرال .مثال cosbx شود؟ چه مي  

شود پس   تبديل مي ) −2bالبته با ضريب  (بعد از دوبار مشتق به خودش        cosbxدانيم كه  مي .حل

, بهتر است  axf cosbx g e= =.  

1 1   

1 1    

1                                                                 

ax ax ax ax

ax ax ax ax

ax

bI cosbx e dx cosbx de cosbxe sinbx e dx
a a a

bsinbx e dx sinbx de sinbx e cosbx e dx
a a a

be sinbx I C
a a

= = = +

= = −

′= − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

2

2

2 2

1

ax

ax

ax

e b bI cosbx sinbx I C
a a a

b e bI sinbx cosbx C
a a a

acosbx bsinbxI e C
a b

    ′⇒ = + − +   
   

     ′ ⇒ + = + +        

+
⇒ = +

+

  



خـورديم كـه بـا    نتگرال از توابع گويا به انتگرالهايي با مخرج درجه بر       اگر يادتان باشد در گرفتن ا     

)تغيير متغير به فرم    ) ( )2 11  ,  jj cos xdx−≥ راي محاسـبه آن پيـدا      در مثال  . آمد ، در ∫ زيـر راهـي بـ

  .كنيم مي

ncos انتگرال .مثال xdx∫يريد را بگ .nعددي طبيعي است.  

  .حل

                                    1:   x    n n
nI cos x dx cos x cos dx−= =∫ ∫  

     
( )

1 1 1

1 2 2

 

 1  

n n n

n n

cos xdsinx cos x sinx sinxdcos x

cos x sinx n cos x sin xdx

− − −

− −

= = −

= + −

∫ ∫

∫

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 2 2

1 2

1
2

1          1- x

1 1

1

n n n
n

n n n
n

n
n n

I cos xsinx n cos x cos x dx cos sin x

I sinxcos x n cos xdx n cos xdx

nI sinxcos x n I

− −

− −

−
−

= + − − =

= + − − −

⇒ = + −

∫

∫ ∫
  

1
2

1 11n
n nI sinxcos x I

n n
−

−
 = + − 
 

  

نيم است اگر بتواnIاين يك رابطه بازگشتي براي
oII  را حساب كنيم آنگاه با استفاده از رابطه بالا 1,

  .توانيم با تعداد مناسب حركت به بالا بدست آوريم را مي nIهر

)C1)                     شود هميشه گذاشت  را آخر سر ميI cos xdx dx x C= = = +∫ ∫o
o  

                                                                                              1I cosxdx sinx C= = +∫  

 زيرا

2nI − nI 



). حل شد پس مشكل انتگرال از توابع گوياي ما )( )12 −= jn  

2x انتگرال .مثال sinxرا بگيريد .  

  .حل

2 2 2 2x sinxdx x dcosx cosxx cosxdx= − = − +∫ ∫ ∫  

                    

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

x cosx xcosxdx

x cosx xdsinx

x cosx xsinx sinxdx

x cosx xsinx cosx C

= − +

= − +

= − + −

= − + + +

∫

∫

∫

  

  اي بيابيم كه   را بگونه,fgتوانيم دو تابع مي

                                                                                                        
gf
gf

=′
=− 1

22
  

  :گيريم  ضمني ميابتدا از رابطه اول مشتق

                                                                           ggffggff ′=′⇒=′−′ o22  

gfبا تركيب با خاصيت دوم  =′،  

fg =′⇒  

  خواهيم كه هر كدام مشتق ديگري است و  ما در تابع ميپس. خواهد بودgهم مشتقfيعني

122
=− gf.  

)گذاري شرط دوم يبا جا )gf   : در رابطه اول′=



11
222

−=′⇒=′− ffff  

                                                

∫∫ ±=
−

⇒

±=
−

⇒

−±=⇒

dx
f

df

dx
f

df

f
dx
df

1

1

1

2

2

2

  

  .)gيا همان  (o<′f  براي -و )gيا همان (o>′f براي وقتي است كه+واضح است كه

11توجه به شرطبا 
22

+=⇐≥ gffيعني f1 يا بالاي خط=y 1پاييناست يا−=y . اگر

  .شود د صرفاً يكي از دو ناحيه مجاز مي پيوسته باشfخواسته باشيم كه

  :دهيم  تغيير متغير زير را ميf باشد، آنگاه به ازاي هر مقدار f≤1فرض كنيد بخواهيم كه 

)
2

,[ π
θ o∈      كه         f secθ=  

)ا ممكن است اگر  يك به يك است امf,θاين رابطه بين )xfيك به يك نباشد رابطه θ,x  يك به يك

  .در نيايد

2 21 1

df dsec sec tan d

df sec tan d
f sec

θ θ θ θ

θ θ
θ

θ

= =

=
− −

∫ ∫
  

2دانيم كه  مي 21sec tanθ θ=    پس+

2 1

df tansec d sec d
tanf

θ
θ θ θ θ

θ
= =

−
∫ ∫ ∫  

tanθ به ازاي 
2
π

θ <≤oمثبت است .  



sec d dxθ θ = ±∫ ∫  

  . استo<′f براي  - و o>′fبراي + كه 

  :θحسب مشتقبر

( ) ( )( )  dff x x sec tan x
d

θ θ θθ
θ

′ ′ ′= =  

(از آنجا كه در بازه 
2

,[ π
θ o∈هم secθ و هم tan θمثبت هستند علامت f θ در اين بازه با ′  يكي ′

  .است

  :توان نوشت اين را به زبان رياضي مي

                                                                         )
2

,[ π
θ o∈                       

( )( ) ( )( )sgn f x sgn xθ′ ′=  

( )( )sgn h x به معناي علامت تابع( )xh كه اي است بگونه:  

( )( )

1 0

0 0

1 0

h

sgn h x h

h

+ >


 =


− <

  

  :پس روابط به فرم زير خواهد بود

    ( ) ( )2 1 ;f x f f f sgn f′ ′ ′ ′= − =  

)                f′≠0اگر  ) ( ) ( )2 21 1 1f x f sgn f f
sgn f

′ ′⇒ = − = −
′

  



01بديهي است در حالتيكه  =′⇐= ffو مشكلي در رابطه وجود نخواهد داشت:  

( ) 2 1f sgn f f′ ′= −  

ff از ′=−1
=⇐′=o  داريم اگر  2 ff 1.  

)اگر در دو  . خواهد باشد  دانيم كه تابع پيوسته مي      مي ) 2 1  ,  ,   ,  f x x x x′ = o      شـود آنگـاه از

)آنجا كه    ) ( ) 112 == xfxf  بايست تابع در اين فاصله يك نقطـه ماننـد     حتماً ميc    داشـته باشـد كـه 

( ) o=′ cf   و اگر اين فرآيند را ادامه دهيم آنگاه تمام فاصله          يوسته باشد خواهيم مشتق تابع پ     زيرا ما مي 

,12بين   xx   داراي [ ] ( )1 2,  ,  1x x x f x∈ اگر نخواهيم چنين شود صرفاً بايد تـابع در  . خواهند شد  =

) داراي خاصيت cxيك نقطه مثلاً  ) o=′ cxf باشد .متا علاامf    چگونه است؟ cx در دو طرف′

  داشتيم كه 

122
=′− ff  

  : گيري با يكبار ديگر مشتق

2 2ff f f

f f

′ ′ ′′− =

′′⇒ =

o

  

)                                                                                          :   از آنجا كه داريم ) ( ) 11 =′′⇒= cc xfxf  

  و بنابراين) cx در(ود كه تقعر منحني رو به بالاست ش نتيجه مي

( ) ( )

c

c c

c

x x f

x x f sgn f sgn x x

x x f

′> ⇒ > 

′ ′= ⇒ = ⇒ = −



′< ⇒ < 

o

o

o

  



  پس

( )
2 1

df sgn f dx
f

′=
−

∫ ∫  

c

c

x

x
x

c c

c c

dx d

x x k x x

x x k x x

= − +

− + + <


= 
 − + >

∫ ∫

  

   .گيري است ثابت انتگرال kكه

  
sgn(f’)

xxc

  

  

  :لهاصل مسئباز گرديم به 

c c

c c

x x k x x
sec d

x x k x x

θ θ

 − + <


= 
 − + ≥

∫  

  از محاسبات قبلي داريم

sec d ln sec tanθ θ θ θ= +∫  



sgn(f’) dx

xc

xc

k

  

  

2 كه هر دو براي مسئله ما مثبت هستند و 1 ,  tan f sec fθ θ= − =  

( )2 1 cln f f x x k⇒ + − = ± − +  

)دانيم كه  مي ) 1=cxf پس   

( )1ln k k= ⇒ = o  

 و آزادي انتخاب آن بگونه كار ثابت cxبه معناهايي. له استمسئاين تنها جواب سازگار با 

  .گيري را خواهد كرد انتگرال

( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2

1

1

2 1

             :
2

c

c

c c

c c

x x

x x

x x x x

cx x x x

c

f f e

f e f

fe e

x x
e ef

x x

± −

± −

± − ± −

± − −

+ − =

⇒ − = −

⇒ = +

 + ≥
 +

⇒ =  
 − < 

m

  

  واضح است كه 



( ) ( ) ( ) ( )cccc xxxxxxxx
eeee

−+−−−−−+
+=+  

  .علامتهاي مذكور در رابطه نهايي اهميتي ندارند زيرا نتيجه يكسان استپس اصلاً 

                                                                                          :هاxبراي همه
( )

2

cc xxxx
eef

−−−
+

=⇒              

( )








−=′=⇒

−−− cc xxxx
eefg

2
1  

)اينها همان  ) ( ) ,  c cg sinh x x f cosh x x= − =   . هستند−

 انتگرال .مثال
3

d
cos
θ

θ+∫ شود؟ چه مي  

  .حل

       2 2
22

1 1; 2 1 ;
2 2 2 11

2

z tan cos cos cos
ztan

θ θ θ
θ

θ
 = = − = = 

+  +
  

       

2

2 2

2
2

2 11
1 1

22 2
2 2 2 2 1

zcos
z z

zsin sin cos tan cos
z

θ

θ θ θ θ
θ

−
⇒ = − =

+ +

= = =
+

  

( )2 2
2

1 1 21 1
2 2 2 1

dzdz tan d z d d
z

θ
θ θ θ = + = + ⇒ = 

+ 
  

( ) ( ) 22
2

2

2
3 21

1 3
1

d dz dz
cos zz

z
z

θ
θ

⇒ = =
+   +−

 + +
 +
 

∫ ∫ ∫  



                

2

1

2 / 2
2

1
2

2
2 2

dz

z

ztan C−

=
 +  
 

 
= + 

 

∫

  

12 / 2
3 2 2

d tantan C
cos
θ θ

θ
−  

⇒ = + +  
∫  

  . را بگيريد∫tanxdx  .مثال

  .حل

2 41 1 1 1
2 2

tan x udu dx dx
utanx

+ +
= =        tanx u=  

2

4
2

1
utanx dx du
u

⇒ =
+

∫ ∫  

  .اي درجه چهار بدون ريشه است مخرج كسر چند جمله. ا تفكيك كنيمبايست كسر ر حالا مي

  .توان تبديل كرد  چند جمله درجه دوم بدون ريشه ميضرب دوآن را به حاصل






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 −+
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



 ++= uuuu 2121

222222244 212121 uuuuuu −





 +=−++=+  

2

4 2 2 2 2
2 1

21 2 1 2 1 2 1 2 1
u Au B Cu D u u
u u u u u u u u u

 + +
= + = − 

+ + + − + − + + + 
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( ) ( )

( ) ( ){ }

2

1 1
2

1 1

2 1
2 21 2 22 1 2 1

2 22 2 2 1
2 2

1 1 2 2 2 1 2 1
22 2 1 2

u
tanxdx ln tan u tan u C

u

tanx tanxln tan tanx tan tanx C
tanx tanx

− −

− −

 
− + 

 ⇒ = + − + + +
 

+ + 
 

− +
= + − + + +

+ +

∫

  

در انتهاي اغلب كتابهاي حساب . نيستها لزوماً داشتن مطالب قبل ضروري گرفتن انتگرالبراي 

توانيد با تغيير متغير انتگرال  هست كه شما ميديفرانسيل و انتگرال جداولي از انواع مختلف انتگرالها 

  .ن را به فرم يكي از انتگرالهاي آن جداول در بياوريد و آن را حساب كنيدمورد نظرتان آ

  . استفاده كنيد,...,aMathematicMapleتوانيد از نرم افزارهايي همچون، يا مي

  :، اگر دستور زير را بنويسيدVaMathematic.5مثلاً در نرم افزار

[ ] [ ]3   ,  xpIntegrate x E x sin x x∧ 
   

ShiftEnterبراي اجرا بعد از نوشتن دستور (   ) را بزنيد+

  دستور فوق

3  xx e sinx dx∫  

  :كند كه خروجي آن را حساب مي

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( )2 311 3 3 3 3
2

xOut e x x x cos x x x sin x= − − + + − +  

  :توانيد مشتق خروجي را بگيريد به صورت براي چك كردن انتگرال فوق مي. ودخواهد ب

])  :ي آخرين خروجي در رابطه استگذار، جاي%منظور از نماد( ]%,Dt x  



[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] ( ) [ ]( )

2

3 2 2

2 3

12 ( 3 2 3 3
2

3 3 3 3 3 3 )

1 3 3 3 3
2

x

x

Out e x x cos x x x cos x

x x cos x x x x sin x x sin x

e x x x cos x x x sin x

= − − + − − + +

− + + − + + − +

+ − − + + − +

  

ولي اينطور نيست اگر از نرم افزار بخواهيم اين خروجي را از نظر            . خواند ظاهراً با تابع انتگرالده ما نمي     كه  

  .دهد بري و مثلثاتي ساده كند آنگاه ميج

]                                                                                            ):دستور مقابل را وارد كنيد( ]%Simplify                     

                                                   [ ] [ ]33 xOut e x sin x=  

توان به   سمت راست پنجره نرم افزار ميالبته دستورات انتگرال و مشتق را با استفاده از پلتهاي

  .كند  اين در وضوح نتايج بسيار كمك ميهمان فرم نوشتاري نوشت كه

ا دسـتورهايي     . نيز هستند ,...,LimitSeriesافزارها داراي دستوراتي همچون    اين نرم  همچنين بـ

 .توانيد تابع مورد نظرتان را بكشيد  ميPlotهمچون


