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dx
duffg =  

=∫يعني  gdxu آنوقت    

∫∫∫∫ ==′= fdudx
dx
dufdxuffgdx  

                                                

3 Part by Part   



  طبق قاعده مشتق حاصلضرب

∫∫ ′−=−= dxfufuudffu∫ ∫∫ −= udffudfdu )(  

  . گويندء به جزءبه اين قاعده، قاعده جز

اصلـضرب  تق حتوجه كنيد اولين گام شبيه تغيير متغير بود منتهي در ادامـه بـا اسـتفاده از مـش      

 g)( يكـي از توابـع  در اين عمل از. دهيم نويسيم و تغيير متغيري نمي مي xحسب همچنان انتگرال را بر 

)(شود و از ديگري    انتگرال گرفته مي   f اگر.  مشتقfg,تـر   صل سـاده ب انتخاب شوند انتگرال حا مناس

  .تواند باشد مي

  شود؟  چه ميln(x( انتگرال.مثال

  .حل

xxxdx
x

xxx −=−= ∫ ln1ln( )    lnx dx d x lnx x d lnx= −∫ ∫ ∫                      

xu بود و g=1در اين مثال =.  

x انتگرال.مثال
ex

  د؟شو  چه مي2

2 ?xx e dx =∫  

   بگيريم؟f وg در اينجا چه چيز را .حل

,2اگر  xgef x
   بگيريم آنگاه==

∫−= dxexxe xx
33

33
∫∫∫ 













−














==

xxxx
dexxedxdedxxe

333

333
2  



2شود پس بهتر است    كه كار خرابتر مي     ,  xf x g e=  چيزي باشـد كـه      fاغلب بهتر است  . گيريم ب =

  .گيري مشتقش صفر شود يا به همان تابع اوليه تبديل شود بعد از چند مشتق

( )2 2 2 2

2 2

x x x x

x x

x e dx x de d x e e dx

I x e xe dx

= = −

= −

∫ ∫ ∫ ∫

∫

  

, دهيم، يعني  هم اين روش را ادامه ميxxeحال در مورد  xf x g e= =  

2 2 2x x xx e xe e C= − + +






 −−=−= ∫∫ dxexeexxdeexI

xxxxx
22

22  

axe انتگرال .مثال cosbx شود؟ چه مي  

شود پس   تبديل مي ) −2bالبته با ضريب  (بعد از دوبار مشتق به خودش        cosbxدانيم كه  مي .حل

, بهتر است  axf cosbx g e= =.  

1 1   

1 1    

1                                                                 

ax ax ax ax

ax ax ax ax

ax

bI cosbx e dx cosbx de cosbxe sinbx e dx
a a a

bsinbx e dx sinbx de sinbx e cosbx e dx
a a a

be sinbx I C
a a

= = = +

= = −

′= − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

2

2

2 2

1

ax

ax

ax

e b bI cosbx sinbx I C
a a a

b e bI sinbx cosbx C
a a a

acosbx bsinbxI e C
a b

    ′⇒ = + − +   
   

     ′ ⇒ + = + +        

+
⇒ = +

+

  



خـورديم كـه بـا    نتگرال از توابع گويا به انتگرالهايي با مخرج درجه بر       اگر يادتان باشد در گرفتن ا     

)تغيير متغير به فرم    ) ( )2 11  ,  jj cos xdx−≥ راي محاسـبه آن پيـدا      در مثال  . آمد ، در ∫ زيـر راهـي بـ

  .كنيم مي

ncos انتگرال .مثال xdx∫يريد را بگ .nعددي طبيعي است.  

  .حل

                                    1:   x    n n
nI cos x dx cos x cos dx−= =∫ ∫  

     
( )

1 1 1

1 2 2

 

 1  

n n n

n n

cos xdsinx cos x sinx sinxdcos x

cos x sinx n cos x sin xdx

− − −

− −

= = −

= + −

∫ ∫

∫

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 2 2

1 2

1
2

1          1- x

1 1

1

n n n
n

n n n
n

n
n n

I cos xsinx n cos x cos x dx cos sin x

I sinxcos x n cos xdx n cos xdx

nI sinxcos x n I

− −

− −

−
−

= + − − =

= + − − −

⇒ = + −

∫

∫ ∫
  

1
2

1 11n
n nI sinxcos x I

n n
−

−
 = + − 
 

  

نيم است اگر بتواnIاين يك رابطه بازگشتي براي
oII  را حساب كنيم آنگاه با استفاده از رابطه بالا 1,

  .توانيم با تعداد مناسب حركت به بالا بدست آوريم را مي nIهر

)C1)                     شود هميشه گذاشت  را آخر سر ميI cos xdx dx x C= = = +∫ ∫o
o  

                                                                                              1I cosxdx sinx C= = +∫  

 زيرا

2nI − nI 



). حل شد پس مشكل انتگرال از توابع گوياي ما )( )12 −= jn  

2x انتگرال .مثال sinxرا بگيريد .  

  .حل

2 2 2 2x sinxdx x dcosx cosxx cosxdx= − = − +∫ ∫ ∫  

                    

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

x cosx xcosxdx

x cosx xdsinx

x cosx xsinx sinxdx

x cosx xsinx cosx C

= − +

= − +

= − + −

= − + + +

∫

∫

∫

  

  اي بيابيم كه   را بگونه,fgتوانيم دو تابع مي

                                                                                                        
gf
gf

=′
=− 1

22
  

  :گيريم  ضمني ميابتدا از رابطه اول مشتق

                                                                           ggffggff ′=′⇒=′−′ o22  

gfبا تركيب با خاصيت دوم  =′،  

fg =′⇒  

  خواهيم كه هر كدام مشتق ديگري است و  ما در تابع ميپس. خواهد بودgهم مشتقfيعني

122
=− gf.  

)گذاري شرط دوم يبا جا )gf   : در رابطه اول′=



11
222

−=′⇒=′− ffff  

                                                

∫∫ ±=
−

⇒

±=
−

⇒

−±=⇒

dx
f

df

dx
f

df

f
dx
df

1

1

1

2

2

2

  

  .)gيا همان  (o<′f  براي -و )gيا همان (o>′f براي وقتي است كه+واضح است كه

11توجه به شرطبا 
22

+=⇐≥ gffيعني f1 يا بالاي خط=y 1پاييناست يا−=y . اگر

  .شود د صرفاً يكي از دو ناحيه مجاز مي پيوسته باشfخواسته باشيم كه

  :دهيم  تغيير متغير زير را ميf باشد، آنگاه به ازاي هر مقدار f≤1فرض كنيد بخواهيم كه 

)
2

,[ π
θ o∈      كه         f secθ=  

)ا ممكن است اگر  يك به يك است امf,θاين رابطه بين )xfيك به يك نباشد رابطه θ,x  يك به يك

  .در نيايد

2 21 1

df dsec sec tan d

df sec tan d
f sec

θ θ θ θ

θ θ
θ

θ

= =

=
− −

∫ ∫
  

2دانيم كه  مي 21sec tanθ θ=    پس+

2 1

df tansec d sec d
tanf

θ
θ θ θ θ

θ
= =

−
∫ ∫ ∫  

tanθ به ازاي 
2
π

θ <≤oمثبت است .  



sec d dxθ θ = ±∫ ∫  

  . استo<′f براي  - و o>′fبراي + كه 

  :θحسب مشتقبر

( ) ( )( )  dff x x sec tan x
d

θ θ θθ
θ

′ ′ ′= =  

(از آنجا كه در بازه 
2

,[ π
θ o∈هم secθ و هم tan θمثبت هستند علامت f θ در اين بازه با ′  يكي ′

  .است

  :توان نوشت اين را به زبان رياضي مي

                                                                         )
2

,[ π
θ o∈                       

( )( ) ( )( )sgn f x sgn xθ′ ′=  

( )( )sgn h x به معناي علامت تابع( )xh كه اي است بگونه:  

( )( )

1 0

0 0

1 0

h

sgn h x h

h

+ >


 =


− <

  

  :پس روابط به فرم زير خواهد بود

    ( ) ( )2 1 ;f x f f f sgn f′ ′ ′ ′= − =  

)                f′≠0اگر  ) ( ) ( )2 21 1 1f x f sgn f f
sgn f

′ ′⇒ = − = −
′

  



01بديهي است در حالتيكه  =′⇐= ffو مشكلي در رابطه وجود نخواهد داشت:  

( ) 2 1f sgn f f′ ′= −  

ff از ′=−1
=⇐′=o  داريم اگر  2 ff 1.  

)اگر در دو  . خواهد باشد  دانيم كه تابع پيوسته مي      مي ) 2 1  ,  ,   ,  f x x x x′ = o      شـود آنگـاه از

)آنجا كه    ) ( ) 112 == xfxf  بايست تابع در اين فاصله يك نقطـه ماننـد     حتماً ميc    داشـته باشـد كـه 

( ) o=′ cf   و اگر اين فرآيند را ادامه دهيم آنگاه تمام فاصله          يوسته باشد خواهيم مشتق تابع پ     زيرا ما مي 

,12بين   xx   داراي [ ] ( )1 2,  ,  1x x x f x∈ اگر نخواهيم چنين شود صرفاً بايد تـابع در  . خواهند شد  =

) داراي خاصيت cxيك نقطه مثلاً  ) o=′ cxf باشد .متا علاامf    چگونه است؟ cx در دو طرف′

  داشتيم كه 

122
=′− ff  

  : گيري با يكبار ديگر مشتق

2 2ff f f

f f

′ ′ ′′− =

′′⇒ =

o

  

)                                                                                          :   از آنجا كه داريم ) ( ) 11 =′′⇒= cc xfxf  

  و بنابراين) cx در(ود كه تقعر منحني رو به بالاست ش نتيجه مي

( ) ( )

c

c c

c

x x f

x x f sgn f sgn x x

x x f

′> ⇒ > 

′ ′= ⇒ = ⇒ = −



′< ⇒ < 

o

o

o

  



  پس

( )
2 1

df sgn f dx
f

′=
−

∫ ∫  

c

c

x

x
x

c c

c c

dx d

x x k x x

x x k x x

= − +

− + + <


= 
 − + >

∫ ∫

  

   .گيري است ثابت انتگرال kكه

  
sgn(f’)

xxc

  

  

  :لهاصل مسئباز گرديم به 

c c

c c

x x k x x
sec d

x x k x x

θ θ

 − + <


= 
 − + ≥

∫  

  از محاسبات قبلي داريم

sec d ln sec tanθ θ θ θ= +∫  



sgn(f’) dx

xc

xc

k

  

  

2 كه هر دو براي مسئله ما مثبت هستند و 1 ,  tan f sec fθ θ= − =  

( )2 1 cln f f x x k⇒ + − = ± − +  

)دانيم كه  مي ) 1=cxf پس   

( )1ln k k= ⇒ = o  

 و آزادي انتخاب آن بگونه كار ثابت cxبه معناهايي. له استمسئاين تنها جواب سازگار با 

  .گيري را خواهد كرد انتگرال

( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2

1

1

2 1

             :
2

c

c

c c

c c

x x

x x

x x x x

cx x x x

c

f f e

f e f

fe e

x x
e ef

x x

± −

± −

± − ± −

± − −

+ − =

⇒ − = −

⇒ = +

 + ≥
 +

⇒ =  
 − < 

m

  

  واضح است كه 



( ) ( ) ( ) ( )cccc xxxxxxxx
eeee

−+−−−−−+
+=+  

  .علامتهاي مذكور در رابطه نهايي اهميتي ندارند زيرا نتيجه يكسان استپس اصلاً 

                                                                                          :هاxبراي همه
( )

2

cc xxxx
eef

−−−
+

=⇒              

( )








−=′=⇒

−−− cc xxxx
eefg

2
1  

)اينها همان  ) ( ) ,  c cg sinh x x f cosh x x= − =   . هستند−

 انتگرال .مثال
3

d
cos
θ

θ+∫ شود؟ چه مي  

  .حل

       2 2
22

1 1; 2 1 ;
2 2 2 11

2

z tan cos cos cos
ztan

θ θ θ
θ

θ
 = = − = = 

+  +
  

       

2

2 2

2
2

2 11
1 1

22 2
2 2 2 2 1

zcos
z z

zsin sin cos tan cos
z

θ

θ θ θ θ
θ

−
⇒ = − =

+ +

= = =
+

  

( )2 2
2

1 1 21 1
2 2 2 1

dzdz tan d z d d
z

θ
θ θ θ = + = + ⇒ = 

+ 
  

( ) ( ) 22
2

2

2
3 21

1 3
1

d dz dz
cos zz

z
z

θ
θ

⇒ = =
+   +−

 + +
 +
 

∫ ∫ ∫  



                

2

1

2 / 2
2

1
2

2
2 2

dz

z

ztan C−

=
 +  
 

 
= + 

 

∫

  

12 / 2
3 2 2

d tantan C
cos
θ θ

θ
−  

⇒ = + +  
∫  

  . را بگيريد∫tanxdx  .مثال

  .حل

2 41 1 1 1
2 2

tan x udu dx dx
utanx

+ +
= =        tanx u=  

2

4
2

1
utanx dx du
u

⇒ =
+

∫ ∫  

  .اي درجه چهار بدون ريشه است مخرج كسر چند جمله. ا تفكيك كنيمبايست كسر ر حالا مي

  .توان تبديل كرد  چند جمله درجه دوم بدون ريشه ميضرب دوآن را به حاصل
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( ) ( )

( ) ( ){ }

2

1 1
2

1 1

2 1
2 21 2 22 1 2 1

2 22 2 2 1
2 2

1 1 2 2 2 1 2 1
22 2 1 2

u
tanxdx ln tan u tan u C

u

tanx tanxln tan tanx tan tanx C
tanx tanx

− −

− −

 
− + 

 ⇒ = + − + + +
 

+ + 
 

− +
= + − + + +

+ +

∫

  

در انتهاي اغلب كتابهاي حساب . نيستها لزوماً داشتن مطالب قبل ضروري گرفتن انتگرالبراي 

توانيد با تغيير متغير انتگرال  هست كه شما ميديفرانسيل و انتگرال جداولي از انواع مختلف انتگرالها 

  .ن را به فرم يكي از انتگرالهاي آن جداول در بياوريد و آن را حساب كنيدمورد نظرتان آ

  . استفاده كنيد,...,aMathematicMapleتوانيد از نرم افزارهايي همچون، يا مي

  :، اگر دستور زير را بنويسيدVaMathematic.5مثلاً در نرم افزار

[ ] [ ]3   ,  xpIntegrate x E x sin x x∧ 
   

ShiftEnterبراي اجرا بعد از نوشتن دستور (   ) را بزنيد+

  دستور فوق

3  xx e sinx dx∫  

  :كند كه خروجي آن را حساب مي

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( )2 311 3 3 3 3
2

xOut e x x x cos x x x sin x= − − + + − +  

  :توانيد مشتق خروجي را بگيريد به صورت براي چك كردن انتگرال فوق مي. ودخواهد ب

])  :ي آخرين خروجي در رابطه استگذار، جاي%منظور از نماد( ]%,Dt x  



[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] ( ) [ ]( )

2

3 2 2

2 3

12 ( 3 2 3 3
2

3 3 3 3 3 3 )

1 3 3 3 3
2

x

x

Out e x x cos x x x cos x

x x cos x x x x sin x x sin x

e x x x cos x x x sin x

= − − + − − + +

− + + − + + − +

+ − − + + − +

  

ولي اينطور نيست اگر از نرم افزار بخواهيم اين خروجي را از نظر            . خواند ظاهراً با تابع انتگرالده ما نمي     كه  

  .دهد بري و مثلثاتي ساده كند آنگاه ميج

]                                                                                            ):دستور مقابل را وارد كنيد( ]%Simplify                     

                                                   [ ] [ ]33 xOut e x sin x=  

توان به   سمت راست پنجره نرم افزار ميالبته دستورات انتگرال و مشتق را با استفاده از پلتهاي

  .كند  اين در وضوح نتايج بسيار كمك ميهمان فرم نوشتاري نوشت كه

ا دسـتورهايي     . نيز هستند ,...,LimitSeriesافزارها داراي دستوراتي همچون    اين نرم  همچنين بـ

 .توانيد تابع مورد نظرتان را بكشيد  ميPlotهمچون


