
شايد فكر كرده باشيد كه بيان حد صرفاً براي         . ايم  تا بحال در مورد تابع و مفهوم حد صحبت كرده         

اين بوده كه بخواهيم بعضي مفاهيم مجهول را در رياضيات جاي بدهيم و تعريف معيني براي آنهـا ايجـاد       

 1»مـشتق «درد مفهـوم  كنيم ولي راستش را بخواهيد تمام آن تعاريف تنها بـه            البته اين كار را مي    . كنيم

  .خورد مي

در . شـود   هايي است كه در رياضـيات كـاربردي مـصرف مـي           مشتق يكي از پركاربردترين عمليات    

  .فيزيك هم نقش بسياري دارد

اي  قبل از آنكه سراغ تعريف سرعت لحظـه     . اي شروع شد    همة قضايا از تعريف سرعت بطور لحظه      

  .بت كنيمبرويم بهتر است كمي در مورد سرعت بطور كلي صح

تواند حركت كند آنگاه مكان او در هر لحظـه    ميياگر فرض كنيم متحركي صرفاً بر روي خط راست 

 xطبيعي است كه   . آن از مبدأ است تعيين شود     ) جبري( كه فاصله    xتواند با متغير      نسبت به يك مبدأ مي    

   نقطه وجود دارد پس صرفاً در يك) اگر ذره فرض شود(تابعي از زمان است زيرا در هر لحظه متحرك 

( )x x t=.  

كنيم؟ ا سرعت متوسط متحرك را چگونه تعريف ميام  

اي   و در لحظـه  1xدهد در مكان    نشان مي  1tتماناي كه ساع    فرض كنيم متحرك در لحظه    چنانچه  

باشد آنگاه سرعت متوسـط حركـت متحـرك را در ايـن      2xدهد در مكان   را نشان مي2tكه ساعتمان

2                                                                :فاصلة زماني 1
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1  Derivative   

 متوسط



زماني كه اين جابجايي صـورت  يعني اين كه چه مقدار جابجا شده بخش بر مدت           . كنيم  تعريف مي 

  دقيقه برود سرعت آن خواهد شد1 متري آن طي 10 متري مبدأ به    3پشتي از    مثلاً اگر لاك  .  است گرفته

  ):بطور متوسط(

hmmV /420min/7
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−
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)حسب زمان در هر لحظه داشته باشيم يعني اين كه تابع     كان متحرك را بر   حال فرض كنيد م    )tx 

تـوانيم سـرعتي    آيا مـي . را داشته باشيم آنگاه طبيعتاً سرعت متوسط بين تمام لحظات را خواهيم داشت 

   باشد نه بازة زماني خاصي؟tاي باشد؟ يعني متعلق به مثلاً لحظة  كه لحظه) و محاسبه كنيم(تعريف كنيم 

  .ام دادتوان با هر چه كوچكتر كردن بازة زماني محاسبه سرعت انج اين كار را مي

12ممكن   حد چطور؟ يعني اينكه بياييم تا     tt 12 را كوچك كنيم و      − xx  متناظر آن را بيـابيم و       −

حاصل تقسيم 
12

12

tt
xx

−
  . بيان كنيمt1 را به عنوان سرعت لحظة −

 تـا  tو بازة زماني را از   tاب كنيم خواهيم سرعت را حس اي را كه مي     ب براي انجام اين كار لحظه     خُ

t h+ گيريم در اين صورت اندازة بازة  در نظر ميhخواهد بود .  

اي خواهد شد ا تعريف سرعت لحظهام:  

)                                      h: كوچكخيلي  ) ( ) ( ) ( ) ( )
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از همين جاست كـه سـروكلة حـد     به سمت صفر برود و hه آل رياضي اين تعريف آن است ك     ايده

  :شود  ميپيدا

( ) ( ) ( )
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x t h x t
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h
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 پشت لاك

0h → 



  .هاي قبلي ما براي بيان اين حد بودتمام بحث

قبل از اين كه به سراغ چند محاسبه برويم بياييد كمي در مورد تعبير هندسي اين تعريف صحبت             

)طبيعتاً. كنيم )x t  بعي از  چون تا t طور كـه در بخـش   د، همانتوان آن را به صورت نمودار كشي       مي.  است

tو tدو لحظـة    زيـر     در شكل  :ميتابع گفت  + ) آنهـا    x يرد مـشخص شـده كـه مقـا        ∆ )tx  و( )x t + ∆ 

  :ت متوسط مقدار سرع∆طبق تعريف سرعت متوسط بازة . باشند مي
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)شيب خط واصل                                                                       )
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 يا همان شيب otهمان تانژانت خط واصل دو نقطه نسبت به محور طور هندسي دقت كنيد كه اگر ب  

  .خط واصل خواهد شد

تا آنجايي . شود تر مي  كنيم، خط واصل بر منحني منطبق    را كوچكتر  ∆بينيد هر چقدر      از طرفي مي  

پـس   .شـود   مـي tمنحني در زمـان   رود، اين شيب همان شيب خط مماس بر    مي ∆→0كه هنگامي كه    

  :اي شيب خط مماس بر منحني است تعبير هندسي سرعت لحظه



)   tه  در لحظ شيب مماس بر منحني                             ) ( ) ( ) ( )lim
x t x t

V t x t
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)مشتق تابع  )xf در نقطة xبنابر تعريف خواهد بود :  

( ) ( ) ( )
lim

f x h f x
f x

h
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′ =  

fكه   .دهد را در آن نقطه مي  fتابعي است كه در هر نقطه مشتق تابع  ′

معرفي شده وجود داشته باشد يعني آنكـه        پذير است كه حد       تابع در يك نقطه در صورتي مشتق      

  . معنا داشته باشدx در نقطة fمماس بر منحني 

)تابع مشتق تابع  .مثال ) 52 −= xxfرا بدست آوريد؟   

  .حل
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)                       :كه همان شيب خط درآمد )
( ) ( )

lim 2
f x h f x

f x
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 + − ′ = =  

)  تابع مشتق تابع.مثال ) 32 −+= xxxfرا بدست آوريد؟   

  .حل

0∆ → 

0h → 

0h → 
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32اين رابطه شيب خطوط مماس بر منحني سهمي  −+ xx را در طول xدهد  مي.  

  توان از خود تابع مشتق نيز مجدداً مشتق گرفت به تابع حاصل تابع مشتق دوم تابع  طبيعتاً مي

)                            :گويند يعني اول مي ) ( )( )′′=′′ xfxf :                           

  :است  f  گيري از  بار مشتقnحاصل از   fم تابع اُ nبه همين صورت مشتق 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )xfxfxfxf nn ′=
′

= − :: 11  

)                                          :مشتق دوم تابع مقابل را بگيريد .ثالم ) 2

2
ax t t V t x= + +o o  

)(مشتق نسبت به زمان را معمولاً با  .حل )دهند بجاي   نمايش مي• )′ .   

  :مشتق اول

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

lim lim

a a ax t h t h V t h x t V t x ath V h h

x t h x t
x t at V h at V

h

+ = + + + + = + + + + +

+ −
= = + + = +

o o o o o

o o&  

  :مشتق دوم

0h → 0h →

0h → 0h → 
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سرعت ) زمان (tنسبت به ) كانم( x، مشتق اول بينيد در رابطة حركت شتاب ثابت     يهمانطور كه م  

)(x& و مشتق دوم آن شتاب )(x&&شوند  مي.  

  .ماند آنكه در اين بخش مشتق چند سري از توابع مشهور را بگيريم مي

)مشتق تابع  .مثال ) nxxf n به ازاي = ∈   شود؟  چه مي 

  .حل
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)اتحاد فوق به بسط نيوتن مشهور است كـه در آن      ) ( )
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1  

nCn ايم طبيعتاً دو جملة اول را از بسط بيرون كشيده 10 و 1= =nCباشند  مي.  
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1−ih    2 به ازاي≥i 1شود يعني      نمي 1گاه   هيچ−i   شود و همواره تواني از         هيچگاه صفر نميh در 

  . خواهد ماندnnx−1هر جمله وجود دارد كه حد آنها صفر است پس صرفاً 

0h → 0h → 

0h → 0h → 



                                                                                          ( ) 1n nx nx −′
=  

  . تطابق دارد كه اين نتيجه با مثالهاي قبلي

)ق تابع تابع مشت .مثال ) xxf sin=شود؟  چه مي  

  .حل

( ) ( )

( ) ( )1 1lim lim lim

f x h sin x h sinx cos h sin h cos x

sinx cos h cos x sin h cos h sin hf x sin x cos x  
h h h

+ = + = +

− + −′ = = +

  

يادتان هست در بخش حد بدست آورده بوديم كه          
0

lim 1sin

θ→

θ
=

θ
 اين رابطـه در اينجـا بـه درد          .

ماند محاسبة    خورد منتها مي    مي
0

1lim
h

cos h
h

→

دين    كه از روي همان رابطة فوق قابل محاسـبه ا − سـت بـ

  :صورت كه

2

2

2
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21 2 2lim lim lim lim 1 lim 0
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h hcos h cos sin
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h hsin sincos h h hsin sinhh h
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⇒ = = − = − × =

  

fپس در نهايت صرفاً جملة دوم در    : باقي خواهد ماند يعني′

( )( )sin x cos x′
=  

)تابع مشتق تابع  .مثال ) xxf cos=شود؟  چه مي  

0h → 0h → 0h → 

0h → 0h → 0h → 0h → 0h → 



 از اتحاد توان توان مجدداً تعريف حد را نوشت ولي همچنين مي         مي .حل
2

cosx sin xπ − = + 
 

 

 جابجـا شـود   aبه مقدار مشخص ) آرگومان همان ورودي است( يك تابع    2چنانچه آرگومان . استفاده كرد 

  : جابجا خواهند شد يعنيaطبيعتاً شيب منحني و مشتقات منحني هم به همان مقدار 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

0 0

lim lim
h h

g x f x a

f x a h f x ag x h g x
g x f x a

h h
→ →

= −

− − − −+ −
′ ′⇒ = = = −

  

  :پس

( ) ( )( ) ( )2 2cosx sin x cos x sin x
′′ = − + = − + = −π π  

  :ف مستقيم هم داشتيمطبق تعري

( ) ( ) ( )
0 0 0

cos cos cos cos 1 sincos lim lim lim sin sin
h h h

x h x x h hx x x
h h h→ → →

+ − −′  = = + − = − 
 

  

)نمايي هستند يعني   يك سري ديگر از توابع پركاربرد توابع ) xf x a=.  

چنانچه تعريف مشتق را براي اين گونه توابـع اسـتفاده   . ا مشتق اين گونه توابع چه خواهند شد ام

  .خوريد برمي مشكلكنيد خواهيد ديد كه در محاسبة حد مشتق به 

( ) ( )
0 0 0

1
lim lim lim

h
x h x h x x

x x

h h h

aa a a a aa a
h h h

+

→ → →

−′ − −
= = =  

                                                

2 Argument 



ماند محاسبه حد    حال مي 
( )

0

1
lim

h

h

a

h→

−
 كه از نظر مقداري 

0
 حد رد پس صرفاً است و وجود ندا0

  : ربطي ندارد يعنيx است و به aچه كه باشد اين مقدار صرفاً تابع  هربه هر صورت . آن موجود است

( )x xa a
′

∝  

يريم بلكه فرق نشان گ البته اين حد را نمي    . ا براي محاسبة آن ابتدا حد جالبي را بايست بگيريم         ام

  .واند مقدار مشخصي را داشته باشدت دهيم مي مي

1limنشان دهيد  .مثال 1
n

n n→∞

 + 
 

  . مقدار مشخصي خواهد داشت

رقم بعـد از    را تا چهار 7182/2حساب به شما عدد       دهيد ماشين  قرار   n = 105چنانچه مثلاً    .حل

  .ا بياييد با بسط نيوتن اين رابطه را بسط دهيم ام.اعشار خواهد داد

2
0

1 1 1 1 1 1 11 1 1
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iچنانچه بخواهيم روي 
nCبحث كنيم داريم كه :  
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i
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64444744448

  

)كه  ) ( )1
i

iP n−1اي از مرتبه   چند جمله−i از  nاست يعني :  

( ) ( ) ( )1

1
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ii i j
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j
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−

−
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= ∑  

 جمله



iدليل اين امر واضح است زيرا در تمـام جمـلات صـورت              
nC  ،n    ـ هـيچ  ضربي نـدارد و مقـدار      م

)اي    مانـدة جمـلات چنـد جملـه       اسـت و باقي    بدون هيچ ضريب عددي      inحاصلضرب حتماً شامل   )
1

i
iP − 

  :پس. خواهند بود
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1 1 1 11
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∑ ∑ ∑  

دهيم  ابتدا نشان مي.  رابطة بالاn→∞حدماند محاسبة  حال مي
( ) ( )1lim 0
i

i
i

P n
n

− =   

)گيرد كه تمام جملات موجود در     اين امر از آنجا نشأت مي      )
1

i
iP −

حاصـل   i كوچكتر از n از توانهاي 

  :اند يعني شده
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  :كه در نتيجه
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دانيد حد  و همانطور كه مي

∞→

=

n
n

01limپس.  است پس تمام جملات بالا صفر خواهند بود:  

0

1 1lim 1
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 + = 
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∑
  

را مقايسه كنيدمقادير زير. يا اصلاً وجود داردشود و آ  چقدر مي∑ا اين ام :  

n → ∞ 



( )2 ! 1 ... 2 2

2 2 2 ... 2i

i i i× = − ×

= × ×

  

iiواضح است كه  2!2 !12 است يا ×≤ −≥ ii 12 پس
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1
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ايم كه  قبلاً حساب كرده
0

1 2
2

i
i

∞

=
 پس ∑=

0

1
!i i

∞

=
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  :در نهايت خواهيم داشت

0

10
!i i

∞

=
< ≤ ε∑  

  .است) نهايت غير بي (3پس قطعاً اين مقدار يك عدد متناهي

  :گيريم  مي"e"مقدار اين عدد را طبق تعريف 

0

1 1 1: 1 1 ... 2 / 718281828
! 2 6i i

∞

=
= = + + + + ≅∑l  

  . است"π"اين عدد دومين عدد گنگ مشهور بعد از 

xاسـت كـه    x به مقـدار  lكنيم كه معناي بتوان رساندن  را تعريف مي  ex4 نمايي  بع حال تا  ∈  

  :نويسند تابع را مياين هاي ديگر نيز گاهي به فرم. دتواند باش مي

( )xe x exp=  

                                                

3  Finite   
4  Exponential 



  :چنانچه بطور بسط بخواهيم اين تابع را بنويسيم خواهيم داشت

)          دزياد سخت نگيري(
0

1 1lim 1 lim
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e  C
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  :خواهد شدهاي قبلي كه طبق بحث
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1                         :               بينيد كه مي
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