
طور مفصل در مورد اين مختـصات و بردارهـاي    بخش مختصات قطبي ب"حساب برداري"در فصل   

تـصات  م كميات مورد نظر در سـينماتيك را در ايـن مخ  يدر اين بخش قصد دار. يكه آن بحث شده است  

  .يمئله در مختصات قطبي صحبت نماند مسئيم و در مورد چتعريف كن

),(ين دستگاه بااز آنچه گفته شد مختصات هر نقطه در ا θrشود و همچنين بردار   مشخص مي

rˆمكان به فرم r r=vاست زيرتبديلات اين دستگاه با دستگاه دكارتي به فرم . شود  نمايش داده مي.  
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مـا بايـد در مختـصات    . دهـد   را نمايش ميrvدانيم كه سرعت برداري است كه تغييرات زماني      مي

,حسب بردارهاي يكه آن نقطه و مشتقات و خود      قطبي اين بردار را در هر نقطه بر        rθ  نمايش دهيم تـا 

  :ملاً مختص به اين مختصات برسيم كايبه نمايش
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. حسب بقية اجـزاي مختـصات قطبـي اسـت     برr̂له اساسي نوشتن تغييرات زماني   ر اينجا مسئ  د

)بق شكل وقتي مكان ذره از مختصات        اطم )θ,r   به ( )θθ ddrr ++ شود چـون جهـت    مي تبديل ,

)يابد،    بردار مكان تغيير مي    )tr̂    به  rdr ˆˆ )شود كه بفرم    تبديل مي  + )dttr .  نمايش داده شده استˆ+

rdخواهيم بيان     آنچه ما مي   .  اسـت يـك  ثابت و برابر r̂يم كه اندازة دان مي.  برحسب اجزاي شكل است    ˆ

  . استθdل واضح است كه اين تغيير به اندازه كشز ا.  تغيير كنددتوان پس صرفاً جهت آن است كه مي

  

  

  

dˆرود مقـدار طـول     به سمت صـفر مـي  θdاز آنجا كه  r    برابـر اسـت بـا θdrd 1ˆ  يعنـي  =

θdrd =ˆا جهت  امrd    چيست؟ˆ

  

d

dr

  

  



 باشد كه به    θd است مقدار زاويه رأس      الساقين   نشان داده شده كه متوازي     وقتي در مثلث شكل   

ه سمت كند، مقدار زواياي قاعده ب     سمت صفر ميل مي   
2
πخواهد رفت، پس rd ايـن  .  عمـود اسـت  r̂ برˆ

  :پس خواهيم داشت.  استθ̂همان جهت بردار يكه 

θθθθ ˆˆˆˆ td
d

td
rddrd =⇒=  

rdنعمود بود   .نيز نشان دادزير  حسب روابطشد به سادگي بر  مي راr̂ برˆ

0ˆ.ˆ0ˆ.ˆ20ˆ.ˆ1ˆ.ˆ =⇒=⇒=⇒= rdrrdrrrdrr  

م در مختصات دكارتي همة محاسبات را بدون هيچ تـصور           يتوان  اگر استدلال برايتان گيج كننده است مي      

  :ميهندسي انجام ده
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rVrجملة جملـه  . اين به معناي آهنگ تغييرات شعاع ذره نسبت به مبدأ اسـت           . يهي است  بد =&

θθ
&rV ه عاملش تغييرات زاويه مختصات ذره يعنـي  كند ك سرعت مماس بر شعاع صحبت مي در مورد   =

td
dθگويند 1اي اين سرعت را سرعت زاويه.  است.  
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اش را  خواهد زاويـه   به ازاي واحد زمان چقدر مي  تحرك در هر لحظه   كند كه م    اين سرعت بيان مي   

  .ها تغيير دهد xنسبت به محور 

)هاي بالا چنانچه ما       با رابطه  )tr و  ( )tθ      ر هر لحظه قابـل حـساب        را داشته باشيم، سرعت ذره د

  .كردن خواهد بود

ا برويم سراغ شتابام:  
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ˆ.ˆ1ˆ.ˆ0 مثل سابقباز .  استθ̂dاين دفعه نوبت به بررسي =⇒= θθθθ d  
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  :در مختصات دكارتي
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  :در كل شتاب در مختصات قطبي خواهد شد

( ) ( )2 ˆˆ 2a r r r r r= − θ + θ + θ θv & & &&&& &  

r&& شتاب r ،است θ&&r  2.ماند دو جملة ديگر مي. شتاب حاصل از شتاب زاويه استهمθ&r−  همان نيروي

يعني اگـر فـرض   .  بديهي است&&rتعبير وجود. گويند  شتاب كوريوليس مي  θ&&r2  و به جملة   مركزگراست

  . گذرنده از مبدأ در حال حركت استي راستبه اين معناست كه متحرك روي خط ثابت باشد θكنيم

  .شوند  هر دو صفر مي&&θ و&θدر چنين حالتي

  

  

  

نيد كه در روابط مـا در چنـين   بي كند و مي  عمل مي x اينجا مانند يك مختصة يك بعدي مانند         rاز طرفي   

                        حالتي
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  .كه همان روابط تك بعدي است

Rrبراي حالت   :پس. شوند  صفر مي&&R و&Rاي را داريم در اينجا در اصل ما تعميم كلي حركت دايره =
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  .گراستشتاب مركز همان 2θ&Rاگر با بخش قبلي اين روابط مقايسه كنيم بديهي است كه
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روي  dsمقدار كمان. خواني داردس است و با روابط مثلثاتي نيز هم      در اين حالت سرعت صرفاً مما     

dحسب زاوية مقابلشك دايره بري θ  خواهد بود ds R d= θ  
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Sd

  

  

d sV Rd t⇒ = = θ&  

 يعني اينكه &θ يعني تغييرات زماني&&θ. است&&θاي  حاصل از شتاب زاويه   θ&&Rجملة شتاب مماسي  

  .كند اي با چه آهنگي تغيير مي سرعت زاويه

  :طور مستقيم نيز از روي سرعت بدست آوردشد ب شتاب را در اين حالت مي
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2تنها جملة ناآشناي باقيمانده      r θ&& هـاي  اين شتابي است كه به مشتق دوم هيچ يك از مختصه   .  است r 

ل فيزيك دارد ن شتاب نقش جالبي در خيلي از مسائاي.  بستگي ندارد و جالبي آن هم در همين است   θو

مثلاً علت حركت مارپيچي آب هنگام فرو رفتن در يك سوراخ بر روي زمين بخاطر وجـود همـين جملـه     

  .است

 را با سرعت يكنواخت بچرخانيـد  اي را داخل آن قرار دهيد و لوله لهاي داشته باشيد و گلو اگر لوله 

شأت   ين نيرويي را حس مي  ين ح كه گلوله از سر آن خارج شود در ا        بطوري كنيد كه از شتاب كوريوليس نـ

  .گرفته است

مكـان ذره را    . كنـد    حركت مي  αاي   با شتاب ثابت زاويه    Rاي به شعاع      اي بر روي دايره     ذره .مثال

  .حسب زمان و شتاب آن را بدست آوريدبر

  .حل
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  .اي شتاب ثابت است و معادلاتش مشابه حركت تك بعدي شتاب ثابت است كه حركت زاويه

( ) ( )( )22 ˆ ˆˆ ˆa R r R R t r R= − + = − + +θ θ θ ω α α θo
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 قطبي چه حالتي  در مختصات  aيك حركت مستقيم الخط تك بعدي با شتاب متغير دلخواه            .مثال

  خواهد داشت؟



Oh X  

  

 بسازد oθ ها زاويهx باشد و شعاع عمود بر خط با راستاي محور           h چنانچه فاصله خط تا مبدأ       .حل

) ان تمام نقاط روي خط را با رابطةتو مي ) ( )cos
hr θ =

θ − θ
o

  . مشخص كرد

  : خواهد بودθ وr با Sرابطة  بناميم آنگاه  S نانچه مختصة تك بعدي روي خط راچ
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  :از طرفي از معادله قبلي خواهيم داشت
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SSحسب را نيز بر&&r و &rتوان   ميθ و&&S و&Sحسب  بر&&θ و &θ با حل  &&& ,,θ نهايت كل  بدست آورد و در

SSحسبشتاب در مختصات قطبي بر &&& ,,θبيان شود .  

  

a

  

  

( )

( )

ˆˆ

ˆˆ

a S cos r sin  

V S cos r sin

= θ − θ θ

= θ − θ θ

v &&

v
&

  

1:  بگذاريمSحسب  برθكافي است بجاي Stan
h

−  θ = − + θ 
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Vθ و  rVهاي    بينيد كه هر دوي مؤلفه      مثلاً در حركت سرعت ثابت مي     
 تابع زمانند ولي شتاب تابع 

اي  معـادلات چنـدان سـاده   الخط در مختصات قطبـي داراي   به هر صورت حركت مستقيم   .شود  زمان نمي 

  .طور كه حركت دايروي در مختصات دكارتي معادلات آساني نداشتنيست همان



كه شتاب شعاعي و يا )  برحسب زمان معرفي كنيدr,θيعني(توانيد حركتي مثال بزنيد    مي .مثال

  هايشان نيز چنين باشند؟آنها متغير با زمان و سرعت در r,θشتاب مماسي نداشته باشند ولي

  .حل
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θفرض كنيد ω=&بايست  ثابت باشد آنگاه مي  

                                                                                      

2 tr r r r e
±

±= ⇒ = ωω&&  

θ=پس اگر  ω& يا t= +θ ω θoو tr r e += ω
o آنگاه با آنكه نهθ&و r&كدام صفر نيستند و نه  هيچr&&  هـم 

ـدارد       : روابــط علــت آن ايــن اســت كــه    . صــفر نيــست ولــي حركــت شــتاب شــعاعي نـ

, r rV a dt V a dt≠ ≠∫ ∫θ θ       است زيرا بعلت متغير بودن r̂   و θ̂ توان همچـون     حسب زمان نمي   بر

  .طور مجزا براي روابط سينماتيك بررسي كردها را ب در مختصات دكارتي مؤلفهحالت دو بعدي 
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  ا تعبير هندسي اين كميت چيست؟ ثابت است امθ&2rداريم همواره مقدار وقتي شتاب مماسي ن

دازة        ذره  جارو شونده توسط شعاع حامل حركت        dsمساحت θdrdدر يك جابجايي بـه انـ , 

  :خواهد بود
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dds r= θ  
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CS نتيجه خواهد داد كه    θ&2rپس ثبات زماني   بتي  ثابت باشد يعني آنكـه متحـرك بـا سـرعت ثـا             &=′

  .ها را توسط شعاعش جارو كندمساحت

حال اگر فرض كنيـد      
t

rr o=  2 آنگـاه 2
C C t
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&&  ايـن هـم حـالتي كـه          &

0 0dV
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≠ ⇐ ≠θ θ&&حاليكه   درθaصفر است .  

rيك حركت مارپيچي با معادلة  .مثال r= + α θ
o

شود يعنـي آنكـه ذره روي چنـين      مشخص مي

) اي ثابـت    فرض كنيم سرعت زاويه   . كند  مسيري حركت مي   )ω 0 و=or          باشـد، سـرعت و شـتاب را در 

).چنين حركتي بدست آوريد 0)=θo  
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  .ب مماسي ذره استهايي است كه در آن شتاب كوريوليس تنها شتااين حركت از جمله مثال

حـسب  ا سرعت ثابت را با شـهودي سـاده بر   م روابط حركت دايروي ب    يخواه  در آخر اين بخش مي    

Rم يعني آنكه صرفاً با فرض پيكاني      يمفاهيم هندسي و برداري بيان كن     
v

م يخواه  چرخد مي    كه با زمان مي    

  .ميشتاب اين حركت را بدست بياور

Rوقتي كه بردار    
v

dبلاً نشان داده بوديم باعث ايجاد طور كه ق  چرخد همان    مي  rvشود كـه    هايي مي

θθ ˆdRrd =v   بردارهاي سرعت   باعث  و در نتيجه θθ ˆ&
v

RV شود كه با فرض سرعت ثابت بودن        مي =

Vˆله مسئ R= ωθ
vاست .  
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Rچون اندازة 
v

V ثابت است پس تغييراتش يعني     
vصرفاً باعث تغيير در جهت R

v
شود كـه ايـن     مي

  .افتد اتفاق مي) زاويه بر واحد زمان (ω تغيير جهت با آهنگ

, . 0V R V R= =ω
v v  

در مورد خود  ا  امV
v

Vاز آنجا كه  . توان گفت    چه مي  
v

R همواره عمود بر   
v

ت    است و مقدارش نيز ثابـ

Vتوان گفت ماند مي مي
v است كه با سرعت زاويه) از نظر اندازه( هم بردار ثابتي ωچرخد  مي.  



V
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  : مشخص شود پسω با همان فاكتورR هم مانند Vبايست تغييرات  پس مي

( ) 2 2V Va V V RR R⇒ = = = =ω ω        
V R

a V

= ω
  

گفتيم كه چون اندازة   . چگونه است ا جهت اين شتاب     امV
v

Vاستاي ثابت است جهتش عمود بر ر      
v

 

Vاست و خود  
v   هم عمود بر R

v
Ra است و در نتيجه بايد     

vv R باشد ولي از شكلها پيداست خلاف جهت     ||
v

 

  :سترا دارد يعني مركزگرا
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