
  دستگاههاي با جرم متغير 

ت  ، جرم كل دستگاه در طول زمان ث       Mكنون فقط دستگاههايي را مطالعه كرديم كه در آنها          تا ابـ

. شـود   آنها وارد و يا از آنها خارج مـي         پردازيم كه هنگام آزمايش، جرم به      اكنون به دستگاههايي مي   . بود

dtdMمقدار    .ر حالت اول مثبت و در حالت دوم منفي است د/

)شكل )Aدستگاهي به جرم   الف M   دهد كه مركز جرم آن با سرعت       را نشان ميvت به يك   نسب

 ∆tپس از زمـان     . است extF نيروي خارجي وارد به اين دستگاه     . كند چارچوب مرجع خاص حركت مي    

) صورتي كه در شكلپيكربندي دستگاه به   )Aآيد، در اين مـدت جـرم   شود در مي  ب ديده ميM∆  از

بنـابراين، جـرم    . كنـد   حركـت مـي    نسبت به ناظر   uدستگاه خارج شده است و مركز جرم آن با سرعت         

MMدستگاه برابر با  vv برابر با v و سرعت مركز جرم آن −∆   . است+∆

)دستگاه شكل )Aسرعت نسبتاً زياداين موشك، گاز داغ را با . توان يك موشك تصور كرد  را مي 

در هر موشـك، كـاهش جـرم در    . يابد ا كم شدن جرمش، سرعت آن افزايش ميبكند و   از خود خارج مي   

ن موشـك  نيـروي پيـشرا  extFنيروي خارجي. طور پيوسته ادامه دارد   كند ب   كه سوخت مصرف مي   مدتي  

  .نيست، بلكه نيروي گرانشي وارد بر موشك و نيروي مقاومت هواست

اين گفته به ايـن معنـي   . كنيم وقتاً جرم دستگاه را ثابت فرض مي       تحليل اين مسئله م    اكنون براي 

)است كه در شكل      )A   ب دستگاه ما هم شامل جرمMM  ∆M و هم شـامل جـرم خـارج شـده    −∆

)است، يعني جرم كل دستگاه در شكل       )A    الف برابر M دهد تا نتايجي     اين فرض به ما امكان مي     . است



ديد كه با استفاده از بعداً خواهيم . كار ببريم بدست آورديم، ب   كنون براي دستگاههاي با جرم ثابت     را كه تا  

  .كار ببريمت نيست بتگاههايي كه جرمشان ثابن را براي دستوانيم قانون دوم نيوت اين روش مي

  
y

x
0

cm

t+  t

M-  M

v+  v
cm

Mu
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x
0
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M
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  )الف)                                                                              (ب                                      (

)شكل )Aاز جرم M كه با سرعت vكند، جرم  حركت ميM∆در بازه زماني t∆يك نيروي . شود  خارج مي

  .كند به دستگاه اثر مي) كه در شكل نشان داده نشده است (extFخارجي

  

                                                                                 ، يعني)1(از معادله 

dt
dPFext =  

  توان نوشت  مي∆t  تقريبي براي بازه زماني محدودبه عنوان يك نتيجه

t

PP

t
PF if

ext ∆

−
=

∆
∆

≅  

)دستگاه در شكل  ) نهايي( تكانه   fPكه در آن   )A ب و iP دسـتگاه در شـكل  ) اوليه( تكانه( )A  ف  الـ

)ا ام .است ), ( )i fP Mv   P M M v v Mu= = − + +∆ ∆   گيريم كه  ، پس نتيجه مي∆

[ ] [ ]
t

MvMuvvMMFext ∆
−∆+∆+∆−

≅
))((  



                )2(                 [ ]
t

Mvvu
t
vM

∆
∆

∆+−+
∆
∆

= )(  

)ل كند، پيكربندي شكل   به سمت صفر مي   ∆tحال اگر  )A  ب به شكل( )A   شـود؛    الف نزديك مي

tvيعني   ∆∆ dtdv به   / ) كه شتاب جسم در شكل     / )A   كميت. شود ك مي الف است نزديM∆  جرمـي  

چـون  . كـاهش يابـد   Mشـود كـه جـرم      خارج شده است و همين باعث مي       ∆tاست كه در مدت زمان    

dtdM  ميـل  به سمت صفر ∆t، يعني تغيير جرم جسم نسبت به زمان در اين حالت منفي است، وقتي             /

tM كميت مثبت    جايكند ب   مي ∆∆ dtdM، مقدار / ه   ∆tسرانجام همچنـان كـه   . دهيم را قرار مي  −/ بـ

، خـواهيم  )2 (با منظور كردن ايـن تغييـرات در معادلـه   . رود صفر مي نيز به سمت     ∆vكند، صفر ميل مي  

  داشت

               ) الف3(
dt

dMu
dt

dMv
dt
dvMFext −+=  

 

       يا                                                  

)                          ) ب3( )
dt

dMuMv
dt
dFext −=  

)جـسم شـكل   نظيـر   (نيروهاي خارجي وارد بر جسمي كه       ن است و    كه همان قانون دوم نيوت     )A  ف )  الـ

  .دهد كند را نشان مي تغيير ميجرمش 

)توجه كنيد كه در حالت خاصي كه جرم جسم ثابت است   )o=dtdM  اين معادلات بـه صـورت   /

)آشناي  معادلات   )( )/ ,ext extF d dt Mv   F Ma=  ـ       . آيند در مي  = راي در اينجا بايد توجه كرد كـه ب

)ادله  توان با متغير گرفتن جرم در مع       دستگاههاي با جرم متغير، نمي     ) dtMvddtdPFext // يـك  ==

  دست آورد، زيرا در اين صورت خواهيم داشتكلي براي قانون دوم نيوتن برابطه 



( )
dt

dMv
dt
dvM

dt
MvdFext +==  

o=dtdM)الف(است، يعني حالتي است كه در آن يا ) 3(تر  كه فقط حالت خاصي از معادله كلي ، يعني /

تنهـا بـه شـرطي    . ايم ارچوب مرجع خاصي انتخاب كرده    ، يعني چ  o=u)ب(جرم دستگاه ثابت است، يا      

dtdpFextتوانيم از معادله     مي  براي تحليل دستگاههاي با جرم متغير استفاده كنـيم كـه آن را در               =/

ايـن در  . برده باشـيم كار گيرد، ب ميان اجزاي آن تبادل جرم صورت ميمورد كل دستگاه با جرم ثابتي كه   

ه    .  انجام داديم  )3(آوردن معادلات   ري است كه هنگام بدست      واقع همان كا   ه بـ اهميت فرمولبنـدي تكانـ

dtdpFext صورت ايستگي تكانه را به خـوبي      در مكانيك كلاسيك در اين واقعيت نهفته است كه پ         =/

ر اختيـار مـا   ربوط به دستگاههاي پيچيـده د اي را براي حل مسائل م دهد و روش فيزيكي ساده     نشان مي 

توانيم دسـتگاه خـود را بـه قـدري بـزرگ            دستگاه در اختيار ماست هميشه مي      چون انتخاب . گذارد مي

  .بگيريم كه جرم آن ثابت باشد

ب كنيم كه جـرمش بـا     با وجود اين، اغلب بهتر است كه، مانند مسئله موشك، دستگاهي را انتخا            

بريم كه  را به صورتي بكار مي) 3(عني معادلات ن، ييوت چنين حالتهايي قانون دوم ندر. كند زمان تغيير مي

)كميت. تر باشد  تر و از نظر فيزيكي قابل توجيه        در بعضي موارد راحت    )vvu  همـان ) 2( در معادله −+∆

relv الف را ) 3(ادله بنابراين مع.  است، يعني سرعت نسبي جرم خارج شده نسبت به سرعت جسم اصلي

  توان به صورت زير نوشت مي

                    ) الف4(
dt

dMvuF
dt
dvM ext )( −+=  

  يا                                                    



                        ) ب 4(                                             
dt

dMvF
dt
dvM relext +=  

)ب،   4جمله آخر معادله     )/relv dM dt      يـا خـارج  (هنگ انتقال تكانه بـه داخـل   ، عبارت است از آ (

 توان به صورت نيرويي اين كميت را مي. شود  مي )يا به آن وارد( از دستگاه خارج دستگاه توسط جرمي كه

شك، اين كميت   در مو . كند  اعمال مي  دستگاه روي آن  ) يا وارد شده به   (تعبير كرد كه جرم خارج شده از        

 4معادله . نامند و هدف طراحان موشك اين است كه آن را تا حد امكان بزرگتر كنند را نيروي پيشران مي   

دهد كه براي اين كار بايد تا جايي كه ممكن است جرم بيشتري در يكـاي زمـان از موشـك           ب نشان مي  

توان   ب را مي4معادله .  زياد باشدنيز تا حد امكانخارج شود و سرعت جرم خارج شده نسبت به موشك 

  .به صورت زير نوشت

ext
dvM F F
dt

= +  

dtdMvrelمساوي با (Fكه در آن   .كند  جرم خارج شده به دستگاه وارد مينيروي واكنشي است كه) /

)مسلسلي مطابق شكل   .1مثال   )B      سطح افقـي بـدون       يك تواند روي  الف بر روي واگني كه مي 

در . است Mدر يك لحظه خاص) مسلسل+ واگن (جرم دستگاه .  قرار گرفته است   ،اصطكاك حركت كند  

وب مرجع نشان داده كند كه سرعت آنها در چارچ  شليك ميmهايي به جرم     همين لحظه مسلسل گلوله   

vuها نسبت بـه واگـن      و سرعت گلوله   vسرعت واگن در اين چارچوب مرجع       .  است uشده، . اسـت  −

  شتاب واگن چقدر است؟. است nهاي شليك شده در يكاي زمان، تعداد گلوله

  

 واكنش
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  )ب(

)شكل )B) اين . غلتد نصب شده است ني كه روي يك سطح بدون اصطكاك مييك مسلسل روي واگ. 1 مثال) الف

uها نسبت به مسلسل سرعت گلوله. كند  شليك ميm  گلوله هر يك به جرم nمسلسل، در واحد زمان، v−در لحظه .  است

ها سرعتهايي  نشان داده شده براي واگن و گلولهسرعتهاي . اند ها قبلاً از دستگاه خارج شده  تعدادي از گلوله  شده،نشان داده

نيروي واكنش وارد بر . شود گيري مي  متصل به ريلها مطابق شكل اندازههستند كه توسط ناظر واقع در چارچوب مرجع

)                 دستگاه برابر است با  )/rel relF mnv dM dt v= − =  

گاز از مجراي تخليه موشك خارج ذرات . كند ارجي قابل اغماض، در فضا حركت ميموشكي با نيروهاي خ) ب(

uشوند و سرعت اين ذرات نسبت به موشك برابر است با مي v− .آهنگ خروج جرم از مجراي تخليه برابر/dM dt− است .

)ش وارد بر موشك عبارت است از نيروي واكن )/ relF dM dt v= . سرعتهاي مربوط به موشك و گازهاي خارج شده از

  .اند گيري شده مجراي تخليه نسبت به زمين اندازه



سـتگاه، متغيـر    ، جـرم د   Mچون. كنيم سل را به عنوان دستگاه انتخاب مي      مجموعه واگن و مسل   

ه       چون هيچ نيـروي   . بريم ب بكار مي  ) 4(ن را به صورت معادله       نيوت است قانون دوم    خـارجي خالـصي بـ

   در آن معادله، داريمo=extFشود، با قرار دادن دستگاه وارد نمي

                                           
dt

dMv
dt
dvM rel=  

ا    relv  شتاب دستگاه،  است، aبابرابر   /dtdvدر اينجا  vu برابر است بـ   و جهـتش در شـكل      −

( )Bو  الف به طرف چپ است dtdM   .ه بالا داريمبا جانشاني اين مقادير در معادل. است−mn برابر با/

( )
M

mnv
dt
dva rel−==  

) در شكلaاست، يعني جهتrelv خلاف جهت aدهد كه جهت  اين معادله نشان مي    )B الف به

smvgmsnاگر در يك لحظه  . طرف راست است   rel /500,10,/10 kgM و ===  باشـد، در  =200

  آن لحظه داريم 

2
2(500 / )(10 )(10 / ) 0 / 25 /

200
m s kg sa  m s

kg

−
= =  

) مسلسل+ واگن (ه هاي خارج شده كه در اين لحظه به دستگا بزرگي متوسط نيروي پيشران گلوله   

   برابر است با شود، وارد مي

2(500 / )(10 / )(10 ) 50relF v nm m s s kg N−= = =  

)در شكل  )B   مـسئله از    توجـه بـه ايـن     . ايم ا براي يك موشك نشان داده     شابهي ر  ب وضعيت م 

را )گاز+ موشك (يك دستگاه با جرم ثابت . ده استن واصل پايستگي تكانه آموزن   ديدگاه قانون سوم نيوت   

ا از  اي از گازهـاي داغ ر      موشك فـواره  . كنيم   مرجع را به مركز جرم آن متصل مي        انتخاب و يك چارچوب   



كند كه آن را به پيش  اره گاز نيرويي به موشك  وارد مي   فو. ين نيروي كنش است   ا. راند عقب به بيرون مي   

در غياب . ندنيروهاي داخلي هست) گاز+ موشك (اين نيروها در دستگاه . كنش استاين نيروي وا  . راند مي

 است همچنـان در  مركز جرم كه ابتدا در حال سكون بوده(ارجي تكانه كل دستگاه ثابت است نيروهاي خ 

ا نسبت گازه. تغيير كند) موشك و گاز(ه ممكن است تكانه اجزاي دستگاه  البت). ماند ل سكون باقي مي   حا

ه مركـز جـرم تكانـه         آورن اي به طرف عقب بدست مي       به مركز جرم دستگاه تكانه      اي د و موشك نسبت بـ

  .كند مساوي با آن به طرف جلو پيدا مي

  .يد به همين طريق تحليل كنيدتوان را مي) واگن و مسلسل+ ها  ولهگل(دستگاه 

 N135000وزن موشكي پس از سوختگيري و قرار گرفتن بر روي سـكوي پرتـاب برابـر       .2 مثال

شـود و پـس از تمـام شـدن سـوخت وزنـش        اي قائم به طرف بالا پرتاب مـي    اين موشك در راست   . است

skgگازها با آهنگ  . رسد مي N45000به sm و با سرعت     150/ ه   )  خروج گاز  سرعت   (1500/ نسبت بـ

  . كنيم كه اين دو كميت هنگام استعمال سوخت ثابت بمانند فرض مي. شوند موشك خارج مي

  ب است، پس )4(، آخرين جمله در معادله F نيروي پيشران چقدر است؟ نيروي پيشران.الف

( )( )1500 / 150 / 225000rel
dMF v m s kg s N
dt

= = =  

خالص رو به بالاي وارد بر موشـك  توجه كنيد كه در ابتدا وقتي كه مخازن سوخت پر است نيروي            

)برابـر اسـت بـا تفاضـل نيـروي پيـشران           ) با چشمپوشي از مقاومـت هـوا      ( )N225000    و وزن اوليـه 

( )N135000   يعني ،N90000 .   درست قبل از اتمام سوخت، نيروي خالص رو به بالا برابر است با تفاضل 

45000 , 225000N   Nيعني ،N180000.  



شي و مقاومـت هـوا چـشمپوشي                   .ب  اگر بتوانيم از تمام نيروهاي خارجي، از جمله نيروهاي گرانـ

  كنيم، سرعت موشك در لحظه اتمام سوخت چقدر خواهد بود؟

   ب قرار دهيم، خواهيم داشت)4( را در معادله o=extFاگر

dt
dMv

dt
dvM rel=            يا                

M
dMvdv rel=  

اي كـه   لحظهاست تا  oM و جرم موشكovاي كه سرعت  گيري از اين رابطه ميان لحظه       با انتگرال 

   است، داريمM و جرم موشك vسرعت 

                                                             ∫∫ =
M

M
rel

v

v M
dMvdv

oo

  

  در نتيجه داريم. سرعت خروج گاز در اين مدت ثابت فرض شده است

ln ln 1rel rel
M M Mv v v v
M M

−   − = − = − +   
   

o o
o  

كه در خلاف جهت حركـت      ( زماني فقط به سرعت خروج گازها        براين، تغيير سرعت موشك در هر بازه      بنا

  .و مقدار نسبي جرم خارج شده در آن بازه زماني بستگي دارد) موشك است

)در اين مثال     )/ 135000 / 45000 3 / 00 ,M M   v= = =o o o       در نتيجه سرعت موشـك در ،

  لحظه اتمام سوخت برابر است با

( )ln 1500 / ln 3 / 00 1640 /rel
Mv v m s m s
M

 = = = 
 

o  

اگر نيروهاي خارجي گرانشي و مقاومت هوا را به حساب بياوريم، سرعت نهايي كمتر از اين خواهد      

  .بود



)(با فرض اينكه موشك از حالت سكون         oo =v    و با جرم اوليه 
oM    كند و در    شروع به حركت مي

توانيم به  ، معادله بالا را درباره موشك مي استfM و جرمش   fvلحظه اتمام سوخت سرعت نهايي آن       

  صورت زير بنويسيم

relf vvf e
M

M /−
=

o

  

  . سرعت خروج گازهاستrelvكه در آن

كـه   حـاكي از آن اسـت     ) اي كه جرم در آن متغير اسـت         عادلهيا هر م  (معادلات كلاسيك موشك    

دازه             سرعت موشك مي   تواند تا هر مقداري افزايش يابد و اين تنها به شرطي امكان دارد كه موشك به انـ

. اي كه جرم باقيمانده آن در حالت نهايي به قدر كافي كوچك باشـد            به گونه   ي گاز از خود خارج كند،     كاف

برسد يـا از آن بيـشتر شـود   تواند به سرعت نور دانيم كه سرعت موشك نمي  ا از مكانيك نسبيتي مي    ام  .

شود، معادلات كلاسيك ديگـر قابـل اسـتفاده          ت موشك به گستره نسبيتي نزديك مي      هنگامي كه سرع  

در اين حالت بايد تغييرات جرم لختي ذره نسبت به سرعت را در نظر گرفت و از فرمول نسبيتي              . نيستند

سبيتي    آن در گـست معادلات حاصل، براي موشكي كه سرعت    . براي سرعت استفاده كرد    ره سـرعتهاي نـ

  .رود است بكار مي

dtdM ذرات شن از يك قيف ساكن با آهنگ        .3مثال   تـسمه بـا    . ريزد روي تسمه متحركي مي    /

)ايشگاه، مطابق شكل   در چارچوب مرجع آزم    vسرعت   )Cلازم اسـت تـا   چه نيرويـي . كند ، حركت مي 

   به حركتش ادامه بدهد؟vتسمه با سرعت يكنواخت 

  

  



  

)شكل )Cاز يك قيف ذرات شن با آهنگ . 3 مثال/dM dtبر روي تسمه متحركي كه با سرعت  vر چارچوب  د

 براي آنكه تسمه با سرعت ثابت حركت كند برابر است با  ،F نيروي لازم. ريزند كند، مي يمرجع آزمايشگاه حركت م

/vdM dt .اين قيف در چارچوب مرجع نشان داده شده ساكن است.  

  

شود و سرعت ثابت  رو منحصراً از تغيير جرم ناشي مي      اين مثال مربوط به حالتي است كه در آن ني         

ه   ر را دستگاه در نظر مي     نجا تسمه با جرم متغي    در اي . ماند مي راي آن اسـتفاده    )4(گيريم و از معادلـ ب بـ

وانگهي، بـراي   . دهيم در اين معادله برابر صفر قرار مي       را   /dtdvچون سرعت تسمه ثابت است    . كنيم مي

بـا سـرعت   ) و قيـف (شـن  رسد كه ذرات   حالت سكون ايستاده است به نظر مي    ناظري كه روي تسمه به    

 رابطـه  )4 (بنـابراين، در معادلـه  . كننـد   سرعت تسمه در آزمايشگاه حركت مـي      در خلاف جهت   vافقي

vvrel   شكل دقيقتر رابطه اخير به صورت زير است.  برقرار است=−

vuvrel −=  

ا چونامo=uشود ، نتيجه مي vvrel   با در نظر گرفتن اين روابط داريم. =−



dt
dMvFext −=o  

  و از آنجا

dt
dMvFext =  

dtdMيابد  م دستگاه با گذشت زمان افزايش مي در اين مثال، چون جر     در نتيجـه،  .  مثبت است/

توجه كنيد كه در  . ود، نيروي خارجي لازم بايد در جهت حركت تسمه وارد شود          ر همان طور كه انتظار مي    

  .شود جرم خود تسمه در مسئله منظور نميغياب اصطكاك، 

  توان ايجاد شده توسط نيروي خارجي برابر است با







=






===

dt
dMv

dt
vdMvFvvFP

2
...  

   زير نوشتتوان به صورت  ثابت است، معادله بالا را ميvچون 

dt
dKMv

dt
d

dt

Mvd
P 2

2
12 2

2

=





=









=  

رژي      توان لازم براي حفظ حركت تسمه،  دهد كه   رابطه نشان مي   اين ر آهنـگ افـزايش انـ دو برابـ

توجه كنيد كه احتياجي به در نظر گرفتن انرژي جنبشي خود تسمه نيست زيـرا،           . جنبشي دستگاه است  

رژي              .كند  سرعت، انرژي جنبشي آن تغيير نمي      به دليل ثابت بودن     واضـح اسـت كـه در ايـن حالـت انـ

رود؟ در كـدام يـك از مثالهـاي قبـل،            نيمه ديگر توان ايجاد شده كجـا مـي        . ماند كي پايسته نمي  مكاني

   بماند؟ه انرژي مكانيكي پايستهپايستگي تكانه وجود داشت بدون اينك

 


