
  يه كار و انرژيقض -مفهوم كار 

  .جاي بردار نيرو استفاده كنيم

تاب ثابت در حركت ش. توانيم چنين كاري را انجام دهيم     بياييد ببينيم براي حركت شتاب ثابت مي      

  ابط مكان و سرعت بر حسب زمان به فرم باشد رومستقيم الخط، اگر يادتان
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  .بودند

   براي اين كار.  به طور مستقيم ربط دهيمx را با Vاي  حال بياييد زمان را حذف كنيم و بگونه
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222)(                                                      يعني 
oo xxavv −=−  

  :آيد بينيد كه اندازه سرعت از اين رابطه به ازاي مقادير مكان ذره بدست مي مي

smv و   ox=0مثلاً اگر    /5=o   2/3 و sma mx در نظر بگيريم آنگـاه در        =−  مقـدار   =5/1

  سرعت

25 2 3 1 5 16 4V m s= − × × = =. /  

  و ديگري زماني كـه     m/s 4 += Vشود يكي وقتي      اين سرعت در دو زمان مختلف ايجاد مي       البته  

m/s4-=Vاست .  

  

  

  

حال بياييد رابطة اصلي را در 
2
mيعني نصف جرم ذره ضرب كنيم، خواهيم داشت :  
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دهد كه وابسته به توان  بينيد كه اندازة نيروي ثابت در مقدار جابجايي تفاضل چيزي را به ما مي مي

oxxdكه  ( W = F dطبق تعريف به . دوم سرعت است  طـي  F نيروي  1كار)  است مقدار جابجايي=−

  . گويندdجابجايي 

21و همچنين طبق تعريف به 
2

K mv=در آن لحظة خاص كه سرعتش (  ذره  2 انرژي جنبشيv 

  .گويند) است

  :پس خواهيم داشت

WKK =− o  

بينيد كه در روابط قبلي ما با تعريف چيزي به نام كار توانستيم روابط اسكالري را ايجاد كنـيم                     مي

  .كنند كه به نوعي سرعت را بر حسب مكان بيان مي

  .اما بياييد كار را در حالت كلي تعريف كنم و سپس قضاياي موجود را به حالت عامتر، تعميم دهم

  :كار نيروي ثابت در جابجايي مستقيم

Fاگر بردار ثابت نيروي 
v

dاي وارد شود كه جابجا   ذرهه ب
v

ر  شما چه تعريفي از كا را طي كرده بنظر

  تواند بدرد بخورد؟ مي) كه كميتي اسكالر است( 
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 در يك راستا بودند اگر شتاب منفي بود يعني  d و F شد كه W = Fdدر عرايض قبلي ديديم كه 

F     در جهت خلاف x   و d     مثبت بود آنگاه Fd  بينيـد   پس مي. كاست شد زيرا شتاب از سرعت مي    منفي مي

F نظرتان خوب است كه كار را منحصر بـه مؤلفـه مماسـي    اما آيا به.  مهم بودندd و  Fكه جهت   
v

d بـر  
v

 

  ؟كنيم

Fچون به نظر    
v

d كه عمود بر     
v

 باشد، يعني آنكه عمود بر بردار سرعت است، يعني آنكه شتاب بر        

vvزيرا. كرد اگر يادتان باشد در اين حالت اندازه سرعت تغيير نمي. شود  عمود مي  
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2 0d v d v v d vV v a
d t d t d t

. . .α= = = =
v v vv vv  

aاگر  v⊥v v  

  .بايست به طور مماسي تعريف شود پس اگر بخواهد كار باعث تغيير اندازه سرعت شود مي

  

  

  

dFWمقدار كار را  Fدانيم  كنم اما مي  تعريف مي=|| F cos|| θ=  

W F d cosθ⇒ =  

dF زاوية راستاهاي θكه 
vv

dFWپس      . اما اين همان تعريف ضرب داخلي بود.  است,
vv

.=  



dجايي راست  اين تعريف را براي يك جابه
v

F و نيروي ثابت 
v

  . انجام داديم

Fطبيعي است اگر    
v

d راسـت    ييي خالص وارد بر ذره باشد آن وقت ديگر جابجـا          و نير 
v

 معنـايي   

Fندارد زيرا قطعاً مؤلفة     
v

d كه عمود بر     
v

دهد پس اين صرفاً يك جـزء از      است جهت سرعت را تغيير مي      

Fكار كل انجام شده روي ذره است اين صرفاً كار نيروي 
v

  . است

. رود لغزد و با سرعت ثابت به جلو مي  روي سطح افقي بدون اصطكاكي ميmجسمي به جرم    .مثال

  . روي سطح بدست آوريدd سطح براي جابجايي العمل مقدار كار نيروي وزن و نيروي عكس

  .حل

  

  

  

d هر دو بر N و Wواضح است كه 
v

  : عمودند پس
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  :اما كار كل چيست؟ كار كل كار نيروي برآيند وارد بر جسم است

i i iW F d F d F d W. ( ) . ( . )Σ Σ Σ= = = =
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  .ل برابر با مجموع كار هر عامل نيروزا شودشود كار ك بينيد اين تعريف باعث مي مي

  

 كار هر عامل  كل   برآيند مختلفوامل ع



 درجه 30 كه با افق زاويه N 60جسمي روي سطح بدون اصطكاكي از حالت سكون با نيروي  .مثال

 F جابجا شود طي اين مسافت مقدار كار نيروي m 1اگر .  استkg 5جرم جسم  . شود  سازد كشيده مي    مي

  د بود؟و مقدار كل كار انجام شده روي جسم چقدر خواه

  

  

   

دراينجا چون جسم شـتاب صـرفاً افقـي      .كنيم  ابتدا مسأله را كلي و به طور پارامتري حل مي          .حل

  .دارد
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  .ماند  است كه باقي ميF بعلت تعامد با مسير صفر است و صرفاً همان كار نيروي W و Nهاي  كار نيروي
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= J است يعني N mاين واحد حاصل از . نامند  مي)3ژول( J را SIدر واحد كار   1 N m.   

كشد كه طناب با راستاي افق       را با سرعت ثابتي با طنابي مي       kg 5اي به وزن      پسري سورتمه  .مثال

ابتـدا مقـدار نيـروي    .  است2/0ضريب اصطكاك جنبشي كف سورتمه با زمين . سازد  درجه مي  45زاوية  

كار . سپس كار نيروي طناب و اصطكاك زمين را روي سورتمه حساب كنيد      . بدست آوريد كشش طناب را    

  ) فرض كنيدm 1جابجايي را . (كل را نيز بدست آوريد

  .حل

  

  

  

  .بايست صفر شود  ميچون شتاب نداريم برآيند نيروها
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   :dمقدار كار اين نيرو در جابجايي 

F
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xFfاز آنجا كه نيروي برآيند صفر است و  f در نتيجه كار نيروي =
v

F منفي كار نيروي 
v

  . است

f F
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JWF      به طور عددي  55/11≈  

  كار نيروي متغير يك بعدي

ايم كه اندازة آنها ثابت بـوده و در جابجـايي مـستقيمي منتقـل         بررسي كرده تا بحال نيروهايي را     

در . خواهم نيرو را متغير در نظر بگيرم يعني در هر مكاني مقدار خاص خودش باشـد    اين بار مي  . شدند  مي

  .كنم گيريم و كار را به طور كلي تعريف مي هاي بعدي در نهايت همه چيز را متغير در نظر مي بخش



.  مقدار خاص خودش را داشـته باشـد  x باشد يعني در هر مكان F (x) ، بفرم Fيد نيروي فرض كن

  . چه اثري روي حركت دارد∆x طي جابجايي كوچك xبياييد ببينيم اين نيروي در نقطه 

       

                                        x∆                     x      

 در ايـن  F (x) تقريباً همه جاي آن يك مقدار است يعنـي همـان   F كوچك باشد يعني ∆xاگر 

 كـه كـارش را      ∆x بـا جابجـايي      F(x)صورت مسأله همان مسأله قبلي خواهد بود يعني نيـروي ثابـت             

( ) xxFW دازه       .  تعريف كرديم  ∆=∆ رژي جنبـشي جـرم بـه انـ )اين باعث تغيير انـ ) xxFK ∆=∆ 

  .خواهد شد

x يعني   ∆Kخوب   x xK K+∆ در در نظر بگيريم ) و بزرگ (fx تا   ix حال اگر جابجايي را از       −

fاي از روي نيرو بدست بياورم كه  خواهم رابطه اصل مي iK K− كه iK در ix و fK در fx است را 

  .به من بدهد
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  :ن نوشتتوا طبيعي است كه مي
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        و همچنين

  :توان نتيجه گرفت و بنابراين مي
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  .آيد حال اين تعريف خوبي براي كار است كه از آن تغييرات انرژي جنبشي بدست مي
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 فوق توجـه كنـيم خـواهيم ديـد در اصـل      هاي بكشيم و به تعبير سيگماx را بر Fچه نمودار   چنان

) و ارتفاع    ∆xهايي به عرض      مستطيلهاي    سيگماهاي فوق مجموع مساحت    )xF         اسـت و  وقتـي حـد 

0→∆ x      ساحت زير نمودار ها، م    را وارد كنيم اين مجموع مساحت( )xF از ix تا fxاين .  خواهد شد

  .اش كرديم همان تعريف انتگرال است كه در بخش رياضي بررسي

 كل 



  

  

  . خواهد شدfx به ix در حركتي از Fپس كار نيرو 

( )f

i f i

x
x x x

W F x d x
→

= ∫( )  

توان بر حسب مكان بيان كرد؟ قطعاً نه اين در صورتي است كـه نيـرو در                   اما آيا هر نيرويي را مي     

آنگاه انتگرال فوق لزوماً بـراي همـة   شود؟  اگر نباشد چه مي  . مكان مشخص همواره مقدار مشخصي باشد     

  : يعني.حركات ممكن يك مقدار نخواهد شد

f

i

x

x
W F dx= ∫  

WKتوان حساب كرد و در اين جا هم طبيعتاً            را باز براي هر حركت مي       خواهد شـد، منتهـا   ∆=

هاي مختلـف      يك مدار نخواهد شد چون حركت      fx و   ixهاي ممكن بين      اين انتگرال براي همة حركت    

ولي اگر عامل ايجاد نيرو يك نوع خاص باشد كه در هـر  .  ايجاد كندxر يك هاي مختلفي را دF  دتوان مي

)مكان بتوان مقدار آن را تعيين كرد         )( )xF      ممكـن تحـت آن     هـاي      آنگاه اين انتگرال براي همة حركت

  .عامل خاص يكي خواهد شد

Fنيروي ثابت    .مثال
o

 مقدار كار اين نيرو چقدر   x تا   oxد تحت جابجايي از     شو  اي وارد مي     به ذره  

  خواهد بود؟



  

  

x                                                                              .حل
x x x

W F d x F x x
→

= = −∫( ) ( )
o o

o o o
  

  .هم اين انتگرال همين خواهد شدطبق رويكرد هندسي 

كند كه متناسب با سرعت و در جهت عكس   فرض كنيد نيروي مقاومتي روي جسم ما اثر مي         .مثال

xبين فاصلهتوان  آيا كار اين نيرو را مي. آن است
o

  )ها براي همة حركت( حساب كرد؟ x تا

   خير.حل

F V xα α= − = − &  

 خاصـي  x يا هر چيز ديگري باشـد يعنـي در هـر     oV2 يا   oV سرعت   oxنقطه  اما ممكن است در     

تر شود در كل نيـروي        بزرگ oVچنانچه  . هاي مختلفي در نظر گرفت      هاي مختلفي براي حركت   Vتوان    مي

F     در هر فاصله ox   تا x  پس يكـي از شـرايط   . تر خواهد بود   شود و در نتيجه كارش هم منفي         بزرگتر مي

 تـابع   F قابل تعريف باشد اين است كه        Fهاي ممكن تحت نيروي       اساسي آنكه كار نيرو براي همة حركت      

  :دادتوان انجام  البته در اين مورد خاص محاسباتي مي. سرعت نباشد
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ر حـسب   ) چيز جديدي نيست(كه همان نتيجه حاصل از تعريف كار بود     در اين مسأله ابتدا بايد بـ

  . را بدست آوردx و V  راحل كرد آنگاه با آن رابطه xشرايط مسأله ابتدا 

  مثلاً در جايي نوشته بودم

d x d x V V x x
m m
α α∫

= − ⇒ − = − −( )
o o

&  

  .بة كار نيرو رابطة خود سرعت با مكان بدست آمدكه از طريقي به غير از محاس

  :كنيم يعني بخواهيم حساب كنيم به طور معكوس حسابش مي را هم حال اگر كار
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v به   xبينيد كار نيرو به غير از به          كه مي 
o

البته ظاهراً ممكـن اسـت ايـن عـدد       .  هم بستگي دارد   

دانيم نيرو در جهت خلاف و هميشه خلاف جابجايي است و قطعاً كارش منفـي                 ر حاليكه مي  مثبت شود د  



بايست سرعتش در آنجا غير   برسد ميx تا ox اين مشكل وجود ندارد زيرا چنانچه بخواهد ذره از          .است

 باشد تا V≤0 بگيريم آنگاه بايد حتماً oV<0 را  اگر جهت اول سرعت   ) يا حداقل صفر شود   (صفر باشد   

  : رسيده باشد پس طبق معادلة اولxذره به 

10 0 0
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V V x x V x x x x
m m m

( ) ( ) ( )α α α
≤ ⇒ ≤ − − ⇒ ≥ − ≥ − ≥

o o o o o

  

  :چنانچه رابطة كار را بازنويسي كنيم

2
W x x x x V
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  .تكه با شرط قبلي قطعاً منفي اس

سيل و انتگـرال             آنچه از بخش رياضي بياد داريد آن بوده كه طبق قضيه اساسـي حـساب ديفرانـ

  .بايست مشتق تابع اوليه انتگرال ده را بدهد مي

)پس اگر  )xF  باشد آنگاه كارش ( ) ( ) o
o

WxWxdxF
x

x
  : خواهد بود پس ∫=−

( ) ( )
xd
xWdxF =  

ا يـك     روي مثال قبل هم مي   اين را در مورد ني      oVشود بررسي كرد با فرض آنكه بدانيم حركـت بـ

  :خاص شروع شده
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  .بينيد همان نيروي فرضي اول است كه مي

)نيروي يك فنر به فرم       .مثال ) ( )oxxkxF فنر در حالت آزادش  مكان انتهاي ox است كه   =−−

   حساب كنيد؟2x تا 1xكار اين نيرو را در جابجايي از . است

  .حل
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( )

2

1 ( ) ( )
2

x

x

x

x

x

x

W F x d x

k x x d x

k x k x x

k x x k x x x

=

= − −

= − + 

= − + −

∫

∫ o

o

o

          8                      

و دو مثلث داريم كه يكي داراي مساحت مثبـت        . از راه مساحت هم به همين رابطه خواهيم رسيد        

  . يكي منفي است

 اما

1

2

 



{ }

1 1 1 2 2 2

2 2
1 2 2

1
2 2

2

kS k x x x x S x x x x

kW S S x x x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= − × − = − − × −

⇒ = + = − − −

o o o o

o o

  

 2x تـا    1xبينيد در اصل كار در جابجايي         مي. كه همان رابطة قبلي است با ظاهر جبري البته بهتر         

)(برابر است با    
2

2
2

2
1 xxkW فنر نسبت به حالـت آزاد  ) شردگييا ف( را مقدار كشيدگي ∆x كه   =∆−∆

)( oxدهد  نشان مي.  

  . حال كه حالت تك بعدي را تا حد مناسبي بسط داديم بهتر است سراغ حالت دوبعدي برويم

  تعريف كار در حالت دو بعدي با نيروي ثابت

  .رويم سراغ نيروي ثابت منتها بر مسيري منحني شكل براي سادگي ابتدا مي

dي جابجايي مستقيم    برا
v

dFW رابطه را    
vv

از بايـد تعريـف      تعريف كرديم براي اين حالت       =. بـ

    در اين حالت به شكل جالبي تعريف. ير انرژي جنبشي را به ما بدهده تغبمناسبي بيابيم ك

  2 1W F d F r r. . ( )= = −
vv v v v  

  

  

  .داً خواهم گفتش را بع كه دلايلجواب خواهد داد

  

 



jgmWدانيد به فرم      در سطح زمين كه مي    ) ثقل( نيروي گرانشي    .مثال ˆ−=
v كار اين نيرو   .  است

1rدر جابجايي از بردار مكان 
v 2 بهr

vچقدر است؟   

  .حل

2 1

1 2

1 2

W m g j r r

mg r j r j

mg H H

m g H

ˆ . ( )

ˆ ˆ( . . )

( )

∆

= − −

= −

= −

= −

v v

v v

  

  . اختلاف ارتفاع دو نقطه است∆H  درmgبينيد اين كار منفي  مي

  تعريف نهايي

از اين .  را بدست بياورم"كار"خواهم با كار كامل رياضي تعريف كامل و سه بعدي            در اين بخش مي   

  .خواهم بدست بياورم شروع خواهم كرد كه تغييرات انرژي جنبشي را مي

∫=∆ KdK  

 در هـر  d K كه مقدار كل تغيير انرژي جنبشي برابر با مجمـوع تغييـرات ريـز    گويد اين رابطه مي

  .لحظه است

 



21 1
2 2

1 1
2 2

K mV m V V

d K m d V V m dV V V dV

m V dV m dV V

dVm V d t
d t

.

( . ) ( . . )

. .

.

= =

= = +

= =

=

v v

v v v v v v

v v v v

v
v

  

aاما 
td
VdamFtdVrd v
v

rvvv ===   اي  جابجايي كوچك لحظه,,

2

1 2
1

r

r r
r

d K F d r

K W F d r( )

.

.∆
→

⇒ =

⇒ = = ∫
v

v v
v

v v

v v
  

1rكه اين تعريف دقيق و كلي كار براي مسيري كه از          
v 2 شروع و بهr

vايـن انتگـرال   . يابد  اتمام مي

تواند براي مسيرهاي مختلف مقادير متفاوتي بيابد و لزومي ندارد در همة مسيرهاي بين دو نقطه يكي                مي

rFF)(شود حتي اگر  vvv
  . تابع صرفاً مكان باشد=

   كار نيروي ثابت چيست؟.مثال

  .حل

2
2

1
1

2 1

r
r

r
r

W F d r F d r F r r F d. . . ( ) .= = = − =∫ ∫
v

v

v
v

vv v v vv v v v  

كه همان رابطة قبلي است و جالب است كه به مسير حركت بستگي ندارد بلكه صرفاً بـه ابتـدا و                      

  .انتها بستگي دارد



θ نيرويي به فرم    .مثال
θ

α ˆrF =
v

مطابق شكل كار اين نيرو را .  در مختصات قطبي در نظر بگيريد

),(در جابجايي از  11 θr به  ),( 22 θr براي مسيرهاي CBA و CDAبدست آوريد .  

  

2
1

  

   

  .حل

  : ابتدا شعاع ثابت است كه كار در اين تكهCBAدر مسير 

2

1

1
1AB

r
W r d

θ

θ
α θ

θ
= ∫  

1d s r dθ=المان مماس بر نيرو است .  

2

1

2 2 2
1 1

1

0

AB

BC

dW r r ln

W

( )
θ

θ

θθ
α α

θ θ
= =

=

∫
  

  .زيرا المان طول در مسير عمود بر نيرو است

2 2
1

1
ABCW r ln

θ
α

θ

 
⇒ =  

 
 

  

  : كه عمود بر نيرو است پس استDA ابتدا مسير CDAدر مسير 



0ADW =  

  . است كه مماس بر نيروستCDو سپس مسير 

2

1

2
2DC

r
W r d

θ

θ
α θ

θ
= ∫  

θdrsdكه    . المان طول مماس بر نيرو است=2

2

1

2 2 2
2 2

1
DC

dW r r ln
θ

θ

θθ
α α

θ θ

 
= =  

 
 

∫  

  پس

2 2
2

1

ADC AD DCW W W

r ln
θ

α
θ

= +

 
=  

 
 

  

ر حـسب            برابر نيستند و مي    ABCW  با    ADCWخوب به طور بديهي كار       بينيد با آنكه اين نيرو را بـ

),(ضوابطي مشخص از     θr   ها در نظر گرفتيم ولي كار به مسير بستگي دارد نه صرفاً به      براي همة حركت

  .نقاط ابتدا و انتها

راي انتگـرال        xF)(  اگـر ر مورد نيروهـاي تـك بعـدي     د  مـشخص باشـد صـرفاً يـك مقـدار بـ

2

1

x

x
W F x d x( )=  بستگي خواهد داشت و به 2x و نهايي    1xكه به نقاط اوليه      وجود خواهد داشت     ∫

 رفته باشـيم يـا بـا    2x به 1x بستگي ندارد يعني اينكه ممكن است مستقيم از 2x به   1xشيوة پيمايش   

  .تعداد زيادي رفت و برگشت

  



  

  

                                                
1 Work  

2 Kinetic energy 

3 Joule   


